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自从 1920 SUK, HAE (Goldbach) HMw HEA 
了 巨大 的 进展 。 特别 是 在 1937 年 ， 依 ， 麦 ， 维 诺 格 拉 朱 夫 
(I,M.Vinogradov) 证 明了 三 个 素数 定理 ， 在 1966 年 ， 陈 
景 润 证 明了 (1,2)。 进 而 言 之 ， 我 们 必须 指出 ， 哥 德 巴 茜 猜 
想 的 研究 给 予 许多 强 有 力 的 数论 方法 的 产生 与 发 展 以 巨大 的 
推动 力 。 这 些 方法 不 仅 对 于 数论 自身 ， 而 且 对 于 数学 的 许多 
分 支 都 是 很 有 用 的 。 

三 个 素数 定理 与 〈1,2) 已 经 搜集 在 很 多 专著 之 中 ( 见 文 
RCD) 。 一 本 专著 常常 包含 着 最 后 的 结果 及 尽 可 能 简单 的 
证 明 ， 从 而 使 读者 易于 了 解 ， 但 却 很 难 包含 原始 思想 发 展 的 
诸 主要 步骤 。 本 选集 的 目的 在 于 尽 可 能 地 搜集 哥 德 巴 替 猜 想 
研究 中 具有 原始 思想 及 主要 技巧 的 论文 ， 使 读者 能 了 解 这 一 
问题 的 研究 的 全 过 程 中 的 各 主要 阶段 ， 我 们 期 望 这 将 有 利于 
问题 的 进一步 研究 。 

为 了 使 篇 幅 不 太 大 ， 少 数 文章 中 的 一 部 分 未 被 搜 入 ， 对 
此 编者 加 了 注 记 以 说 明 ， 所 有 英文 、 法 文 、 德 文 与 俄 文 的 论 
文 均 被 译 成 中 文 。 

在 出 版 这 本 论文 集 时 ， 不 能 不 使 我 对 哥 德 巴 区 猜想 的 研 
究 在 中 国 的 情况 作 些 回顾 。 中 国 最 时 研究 绒 德 巴 赫 猜 想 的 人 
是 华罗庚 教授 。 早 在 1938 年 ,他 就 证 明了 “几乎 所 有 偶数 都 
是 两 个 素数 之 和 ? 。 

1952 年 ， 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 成 立 了 数论 研究 组 ,由 

。1] 。 


华罗庚 亲自 担任 组 长 ， 他 组 织 并 领导 了 “ 哥 德 巴 雷 猜 起 讨论 
班 ” 。 他 选择 哥 德 巴 替 狂想 作为 学 习 与 研究 对 象 的 指导 思想 
为 ， 考 虑 到 至 德 巴 殖 猜 想 与 解析 数论 最 重要 的 理论 与 方法 者 
有 密切 关系 ， 特 别 是 圆 法 ， 三 角 和 估计 ， 密 率 论 ， 敌 法， 工 - 
栈 数 理论 与 素数 分 布 论 等 ， 通 过 讨论 班 的 学 习 ， 可 以 使 参加 
者 相当 全 而 地 掌握 解析 数论 的 诸 重 要 方面 ， 达 到 既 出 城 果 又 
BATH RRR, 
FM CARAEHL Ht dhe LE RSH WY 参加 者 曾 几 次 
得 到 关于 哥 德 巴 丈 猜想 的 重要 结果 ， 受 到 国内 外 的 注视 。 可 
异 这 样 的 讨论 班 仅 进 行 了 五 年 ， 即 被 迫 售 站 了 了。1958 年 , 在 
REAPRP CRRA “PARR Wes, FAE 
苗猪 想 研 究 被 痢 控 为 理论 脱离 实际 的 典型 ， 数 论 研究 组 因此 
而 被 解散 ,人 员 被 拆散 了 。 BADE, -ERKENS IE, 
RAL EAS BREE, MERTERT FROM 
的 研究 工作 ， 甚 至 在 “文化 大 掌 喻 ”的 洪 支 中 亦 未 放弃。 他 
NESBA WHR, RTH ERR ETAREN. 
A—JX 8, EA HUBS EIN ATESOHEEBAo. 
HEUER AGE, EEERUIMAPRMAS, 不了 
解 这 个 问题 研究 的 历次 与 成 就 ) A A SUR 
来 研究 这 个 猜想 ， 所 以 浪费 了 很 多 宝贵 的 光 期 # 并 无 收效 
Ke, Rat TAU BAS EYE RRS T H 
FyRI RRO, te FAS OE EH 
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导 论 


在 1742 年 给 欧 拉 〈Euler) 的 一 封 信 中 , 哥 德 巴 赫 建 议 
了 关于 表 整 数 为 素数 和 的 两 个 猜想 ， 用 略为 修改 过 的 语言 
可 以 将 这 两 个 猜想 表述 于 下 : 

(4) 每 一 偶数 之 6 都 是 两 个 奇 素数 之 和 。 

(B) 毎 一 奇 教 9 都 可 以 表 为 三 个 奇 素数 之 和 。 

BR, 由 CA) 可 以 推出 〈B) 、 

在 回复 哥 德 巴 赫 的 信 中 , 欧 拉 表 示 虽 然 他 不 能 证 明 它 们 ， 
但 他 深信 这 些 猪 想 是 对 的 〈 见 狄 克 逊 《〈Dickson) UD . 

从 哥 德 巴 赫 写 信 起 到 今天 ， 已 经 积累 了 不 少 宝贵 的 数值 
资料 ， 措 出 这 两 个 猜想 是 对 的 。 例 如 申 懋 功 (Shen Mok 
Kong) (12 验证 过 猜想 (4) 对 于 不 超过 3.3 x 107 的 偶数 
EMH. We, BMT, MRT (Light, Forres, 
Hammond and Roe)(12 进一步 算 至 108 。 尹 定 C1] 更 验算 
至 5Xx108。 

在 1900 年 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数 学 大 会 上 , 希 尔 伯 特 
(Hilbert) C13 在 他 的 著名 演说 中 ， 为 二 十 世纪 的 数学 家 
建议 了 二 十 三 个 问题 ， 而 猜想 CA) 就 是 他 的 第 八 问题 的 一 
部 分 。 1912 年 在 剑桥 召开 的 第 五 必 国 际 数学 大 会 上 ， 兰 岛 
(Landau) C22 在 他 的 演说 中 ,将 猜想 (4) 作为 素数 论 中 四 
个 未 解决 的 难题 之 一 加 以 推荐 。 进而 言 之 ，1921 年 ， 哈代 
(Hardy) (1,22 在 哥本哈根 数学 会 的 演讲 中 宣称 猜想 (A) 
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的 困难 程度 “是 可 以 与 数学 中 任何 未 解决 的 问题 相 比 拟 
的 ” 。 因 此 哥 德 巴赫 猜想 不 仅 是 数论 ， 也 是 整个 数学 中 最 
落 名 与 困难 的 问题 之 一 。 
自从 哥 德 巴 赫 写 信之 日 起 ， 直 至 1920 年 ,并 没有 方法 来 
处 理 这 个 问题 .研究 工作 仅 限 于 用 数值 计算 来 验证 猜想 (4)， 
或 对 于 猜想 (A) 作 一 些 进一步 的 建议 《〈 见 狄 克 逊 51]， 哈代 
(1,22) | 
SPQEUL dE LS KEKR RB — FARA QM. 英 

国 数 学 家 哈代 与 李 特 伍德 (Littlewood) [2J 用 他 们 的 “ 圆 
法 ”在 1923 年 证 明了 ， 在 广义 黎 曼 (Riemann) 猜想 正确 
的 前 提 之 下 ， 每 个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 及 儿 乎 
”所 有 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 。 挪威 数学 家 布朗 (Brun) 
[2,3] 在 1919 年 用 他 的 “得 法 ?证 明了 ， 每 个 大 偶数 都 是 两 个 
素 因 子 个 数 均 不 超过 9 的 整数 之 和 .1930 年 ,苏联 数学 家 史 尼 
RÈ (Schnirelmann) [C12)， 用 布朗 第 法 结合 他 自己 定义 的 
整数 密 率 ,证 明了 堆 侈 素数 论 的 第 一 个 结果 , 即 任何 整数 22 
TE Tug CA GC. 此 处 及 以 后 ,我 们 用 c,ci。 cz …… 
表示 绝对 常数 ， 但 在 不 同 的 地 方 可 以 玫 示 不 相同 的 数值 。 近 

六 十 年 来 , 哥 德 巴赫 问题 的 研究 有 了 重大 与 深刻 的 发 展 ,特别 
是 苏联 数学 家 依 " 麦 维 诺 格 拉 人 条 天 [32 用 圆 法 及 他 自己 关于 
素数 变数 的 指数 和 估计 的 天 才 方 法 ,于 1937 年 无 条 件 地 证 明 
了 哈代 与 李 特 伍德 的 两 个 结论 ， 即 取消 了 他 们 证 明 中 对 于 广 

义 黎 曼 猜 想 的 依赖 性 。 布 朗 方法 及 他 的 结果 在 经 历 了 一 系列 
重大 改进 厂 ， 中 国 数学 家 陈景润 5c2,3] 于 1966 年 证 明了 ， 每 
个 大 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 之 积 之 和 
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我 们 必须 注意 ， 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 突破 是 与 十 九 世纪 
解析 数论 的 重大 成 就 是 明 显 不 可 分 割 的 ， 特别 是 切 比 雪夫 
(Chebychev) , JK'B3 4] (Dirichlet) , BSB, 阿达 玛 
(Hadamard) , ##-Hi-BL- 773% (de la Vallee poussin) 
Ej. ERRARE (von Mangoldt) 关于 素数 分 布 的 理论 构 

成 了 哥 德 巴 赫 猜 想 当 今 研究 的 前 提 ， 

现在 ， 我 们 将 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 主要 构思 与 进展 ， 概 
要 地 叙述 于 后 。 

1, 圆 法 

贸 法 起 始 于 哈代 与 拉 曼 努 扬 (Ramanujan) (URE 
数 分 析 与 表 整 数 为 平方 和 的 一 篇 文章 ， 更 进一步 ， 从 1920 年 
开始 ,在 总 标题 为 ““ 整 数 分 析 ” 的 若干 问题 ”(“Some proble 
ms of” partitio numerorum””) 的 一 系列 论文 中 ， 哈 代 与 
李 特 伍德 系统 地 开创 并 发 展 了 堆 鲍 数论 中 的 一 个 汤 新 的 分 析 
方法 一 一 圆 法 ， 其 中 文章 CONO 5 (Y》 是 讨论 哥 德 巴赫 猜 


想 问题 的 . 
命 


t) E. seotit, ">1. 


ny 
Mesa it, DOG 可 以 由 解析 开拓 来 定义 。 5 (s) 称 为 
Hh CR. PORRE OT A oD ELNAR 
点 p=B+ir RUTER o=1/2 LM. 这 是 一 个 未 解决 的 问 
Bi, RUZ (RA). -- 个 较 弱 的 猜想 是 说 ，a>>0 上 面 的 
每 个 p 的 突 部 均 <@, Jea e 満足 > KOK. KW HRS 


e. 3 >œ 


猜想 ， 记 之 为 《QRH)。 更 一 般 些 ， 我 们 可 以 研究 狄 里 希 勒 
工 -函数 


Lis, = DAM, s=o+it, o>1, 


n- 1 n* 
此 处 之 (2?) 为 modq 的 一 个 特征 . E x2exo, WEE s 平面 上 
正则 ， 些 处 zo 表示 主 特征 。 否 则 ， 它 仅 在 s=1 有 一 个 唯一 
的 极 并 且 Z(s,yo) = Ia -i) ECs) ehk p ARRS, RM 


T (RH) 与 (QRH)， 我 们 可 以 定义 (GRH) 与 (QGRH)， 
B) LG, x) 在 o>0 上 的 所 有 零点 都 位 于 o=1/2 上 ,及 
L(s,X) 在 ac>0 上 的 每 一 零点 o 都 满足 «0, Hb 0 fe 
个 满足 上 上述 条 件 的 常数 。 哈代 与 李 特 伍德 的 两 个 结果 是 基于 
假定 《QGRH) 之 下 而 得 到 的 ， 此 处 9 满足 1/2<0<3/4. 


此 后 ， 我 们 用 Ds pd, Di, Day core 表示 素数 , fm n 
ー 全 整数 >1。 命 
f= È ogp)x”, (1) 
此 处 |x] =e., wi 


f(x) 3= Frs(n)x", 
. n=} 


此 处 _ 
no- 2 logpilogpilogps (2) 


トキア っ アー 


HE n 表 为 三 个 素数 之 和 的 表示 法 的 加 权 和 。 我们 可 以 类 似 
地 定义 ran)。 所 以 猜想 CA) ，(B》 可 以 表述 为 
ra (n) 0|n,n2 453 rs(1) D0(2xn,n>7). 


* 4 œ 


由 柯 西 积分 公式 得 
eos rj fd (3) 
此 处 T ERA oo 为 中 心 ,e- 工 "为 半径 的 圆周 。 因 fOonEEA 


精密 地 由 f(e- eC ORERE, 此 处 。 O) setti 
Bx CT) eie ( 一 ) 的 一 个 邻近 点 ,所 以 全 被 分 割 为 


HAT Ena 之 和 ， 此 处 sse 上 的 点 x 的 幅 角 位 于 


ez ーー 上 トー Jon 与 h 1 d 

ヽ の og ee" 3 ( q 十 CET) Jan (mod1) 
/ レ = 

Zz, 其 中 Fo, EM ar 为 阶 为 N = (a n 2 的 范 里 (Fa- 


q 
rey) 贯 中 的 三 相 邻 项 ， 因 此 
- f(x)?x^"7ldx, 
4-1 AOL) Eha 
(4) 
此 处 /过 modg 的 一 个 缩 剩 余 系 ， 当 xEsie 时 ， 置 


*=e( 二 je Y =n+i6, 


则 在 假定 C(QGRH) ZF, HP 1/2<0<3/4, BRS 
伍德 证 明了 

f(xy=p+®, (5) 
此 处 


= uq) =O! noth c 
"y Be B= O(n Cogn) ) 


其 中 (9) Fp (9) AM RARBG Möbius) RKE 
BHO, EGO 代入 (4) 得 
~l 1. rf li 3 2 
7s (1n) 7 a (14 = ss) "m Lys jn 


Ofn), (6) 
即 当 2+n 及 nn 充分 大 时 ， 命 题 CB) 成 立 。 进 而 言 之 ， 我 们 
FAAO 推出 将 奇数 % 表 为 三 个 素数 之 和 的 表示 法 R(n) 
TA Sik, BBR.GO Wed SF rs(n) (ogn) “3， 但 用 加 
法 来 处 理 rz(2) 却 是 无 效 的 ， 即 使 假定 了 (GRH) 的 真实 性 
亦 复 如 此 。 主 要 困难 不 在 于 主 项 而 在 于 误差 项 。 因 此 ， 若 在 
(5) 中 将 @ 略 去 ， 即 4 被 用 来 代替 f, IN 


= 2 


rag v 
(7) 
由 (7) 可 知 将 偶数 n 表 为 两 个 素数 之 和 的 表示 法 数 R。 (n) 
渐 近 地 等 于 rs(n)(logn)-*。 这 是 哈代 与 李 特 伍德 [2J] 关 于 猜 
想 C4) 的 著名 猜想 。 
icf (GRH) 之 让， 哈代 与 李 竺 伍德 证 明了 


$ 1 p-i_.\ 
ln Qu = 217! 4 = ター ) 


=O (not? ), (8) 
此 后 ， 我 们 用 e REBAR, RETICLE O 中 的 常 


数 仅 依赖 于 e， 命 E(n) 表 示 不 超过 4 的 偶数 中 使 猜想 (4) 不 
成 立 的 偶数 个 数 ， 风 由 (8) 立刻 推出 ， 
E(n)=O(n'***), (9) 
th HE LS 01 ABE BR RR. 
以 厅 ， 依 . 麦 . 维 诺 格 拉 呆 天 对 天 法 作出 了 一 系列 重大 的 
改进 ， 其 中 之 一 是 用 有 限 和 


が (= の elap). qo 
来 代 赤 fx)， 因 简单 的 正 交 关系 
I> 4 k=0, 
| ecakda= | 1) 
o o, 其他 情 形 
得 出 


1 
Raln) = pa 1 = | F(a)%e(-an)da), 
Oo 


pH 
(12) 
用 这 个 公式 来 代替 (3) , 

AK + BE RAR T rg ict SF thE 1928 年 关于 华 
$k CWaring) [ABR AA scm (見 依 ・ Ee ERRER 
22. 

mran logn)! 及 Qc-(ogmn'z, 4% qx QHI, 


= fh h ] 
Ag q , 
PR ER LUN" O5 n FEA, RI HUI RISE B .. 
所 有 Mae 的 和 集 记 之 为 


(h,q) =1. 


M= U U'My, 


< RQ) 
它 关 于 [0,13 的 余 集 称 之 为 “ 劣 弧 ”， 记 之 为 m， 所 以 有 


Rs(n) = | FGo*ec- dida + | Eco*ec- anda 


=I+J (定义 ) (13) 
因此 对 于 充分 大 的 2 (8) 的 证 明 归结 为 往 证 了 给 出 Rs (nm) 
的 主 项 而 / 仅 给 出 低 阶 项 。 

注 记 ， 首 先是 哈代 与 李 特 伍德 在 他 们 关于 华 林 问题 的 工 
TEP HRT VOR 555 JR BJ VLA. 

估计 7 的 困难 是 由 下 面 的 西 革 尔 〈Siegel) 一 瓦尔 菲 蒋 
(Walfisz) 定理 克服 的 。 

命 q«Q 及 (h, 2) =1。 则 


, dt 
n(x,q, h) = > 1= (9) | 4d + 
Pex ・ logt 
P*shino d4) 2 
Q(xe C 1og2), 


(14) 


此 处 隐 含 于 0 中 的 常数 依赖 于 co OLAKO, RUE EXE 
(12. 


由 (14) 可 知 


= u(q) WelAm) ETE! 
F (a) T»? logm + O(ne^*v Teeny, 


a= +pEM, (15) 


将 (15) 代入 了 的 表达 式 得 
. 8 e 


1 1 3 1 ^ 
Ln 
173 EAE Q- DH tup 


di 2 (16) 
因 此 困 礁 集中 二戸 (Z) 的 估计 ， 其 中 acm, 1937 F, 依 ・ 
— XE HED PEAS SG FA Ep OLIO SSB EB BA E 
的 天 才 方 法 给 出 了 五 (a) 一 个 非 寻 常 的 估计 ， 即 

F(a)«n(logn) "^, aC€m, 7) 
IAk e EAE, 注意 第 予 c, 我 何 可 以 取 ci。 cs HR 
赖 于 c 的 常数 ， 故 由 (17) 得 

1 


J<ndogo | |F(a)| %da<n*(logn)7* (48) 


0 
将 (16) 与 (18) RAG?) 得 
~ d. 1 | 1 
Rs (n) 2 FAV crt L(+ TER 
n? 
(ogni: 2!" 
由 此 得 出 ， 存 在 一 个 常数 ao， 使 每 一 奇数 z( ヵ o) 皆 妨 三條 
素数 之 和 。 这 个 定理 称 为 “ 维 诺 格拉 和 淋 夫 一 哥 德 巴赫 定理 ?” 
或 “三 个 素数 定理 ”. 
我 们 必须 指出 ， 下 面 两 个 定理 在 三 个 素数 定理 获得 证 明 
之 前 就 已 经 出 现 了 ， 
G) 每 一 大 奇数 4 均 可 以 表示 为 
n=pit pot psp, (19) 
(R 28 * HED RRC, SERE (Estermann)(2)), 
. 9 . 


Gi) 每 一 大 整数 都 是 两 个 素数 及 一 个 整数 的 平方 之 和 
《 见 艾 斯 特 曼 C31) 。 

WREE, Ma (Page) [11 定理 被 用 来 代 赫 西 
革 和 尔 一 瓦尔 非 获 定理 , 则 三 个 素数 定理 中 的 wo 是 可 以 算出 来 
的 。 波 罗斯 特 金 CBorozdkin) (12/8 0 no = e716:038. 

利用 维 诺 格 拉 条 二 方法 ， 儿 位 数学 家 独立 地 指出 ， 几 乎 
所 有 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ,进而 言 之 , 对 于 任何 常数 o, 
他 们 证 明了 

E(n)«n(logn) ^, (20) 

JC Ab EST rr DR BCA A Ec CLUS - Ge Ri BER CV an 
der Corput) [3]， 艾 斯 特 螺 [4]， 海 尔 布朗 Heilbronn) 
CD, PROL RARR CTehudakovt1,22) 。 

在 1946 年 ， 用 哈代 与 李 特 伍德 原来 的 将 D 28 29M 5j 
m 的 方法 ， 苏 联 数学 家 林 尼 克 (Linnik)C3,4,5] 给 予 A(x) 一 
个 类 似 于 (17) 的 估计 ， 从 而 他 给 了 三 个 素数 定理 一 个 新 的 证 
明 ， 林 尼克 关于 fx) 的 估计 方法 是 建立 在 他 关于 工 一 级 数 
的 重要 密度 定理 的 基础 上 面 的 。 这 一 密度 定理 被 用 来 代替 未 
被 证 明 的 〈《QGRH) , 现 将 密度 定理 述 于 下 ， 

fiy x(n) AY moda 的 原 特征 ， 命 NN(B,T) 表 示 LG, OE 


voi, IST, 
中 前 定点 條 数 。 Web T5, ガ テ ュ 及 »-f-. 则 


N(8,T) 9 ダー ュー (logT)" 4999, (21) 
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ORIRE RGI 。 

以 后 ， 于 1975 年 ， 沃 题 (Vaughan)[23 给 了 林 尼 充 关 于 
jz) 的 估计 一 个 新 的 证 明 , 进 一 步 的 简化 证 明 是 潘 承 紫 [517 于 
1977 年 独立 得 到 的 。 在 他 们 的 证 明 中 , 仅 用 到 了 工 一 函数 一 
些 简单 的 性 质 ， 关 于 指数 和 F(a) 的 估计 、 沃 晤 [55, 6 也 给 出 
了 一 些 改 进 ， 他 的 主要 思想 为 运用 恒等式 

L! L' 


Lu. _ ーーー イー と ーー 記さ リー 
アーー テ ロール の) -LG ( L-Fja-LO 


-L'G+F-LFG, 
ok diss bd CR AR, TEHE 
C13). 
应 用 密度 定理 的 进一步 结果 ， 沃 思 [1) 在 1972 年 证 明了 
E(n) ne * los", (22) 
以 后 ， 和 莹 可 玛丽 与 沃 恩 [13 于 1975 年 又 改进 了 (22)， 他们 证 
明了 在 在 常数 6 使 l 
En) n!^*, (23) 
Mi ska MiK 6>0.01， 而 陈景润 [51 又 将 这 个 
估 让 改进 为 9>0.04 。 
此 外 ， 林 尼克 [6,7,8,9] 首先 用 圆 法 证 明了 下 面 两 个 重 


G) 对 于 任何 整数 g>1, 皆 存在 o0, W5 RR, 
每 一 大 整数 二 PRg(mod2) 骨 可 以 表示 为 
n-pitpitq'uto qs, (24) 
JG Ab xi, xs 为 正 整 数 。 
Gi) ÆRE CRA) ZF, H TETE K ndl, AE 


e į] * 


Dis pa 使 
|n— pi — bil &(ogm?** (25) 
成立 。 
关于 这 两 个 问题 ， 阿 。 依 。 维 诺 格 垃 薪 51]， WMA EK 
(Gallagher), SUE (Katai), ZEB KA), 
王 元 57]， 帕 拉 哈 (Prachar)[3]， 潘 承 洞 c5]， HU «C12, 
及 王 元 与 单 塔 [1] 均 作 过 有 价值 的 贡献 ， 例 如 凯 蒂 证 明 过 ， 
(25) 的 右 端 可 以 换 成 Clogn)?, 
2.0 1 
ME CURT ATER 250 年 的 “GRATE RTI”. 
埃 拉 末 斯 染 尼 氏 注 意 到 WW n 与 4 之 间 的 素数 可 以 从 序列 2,3, 
eet on, KERE V n D ERES BS). ie) 
(a LIDER MRRP =I p. 
则 
Lta(ny-2/nd= 2, 


avn d|(n,H) 


_ n 
n d= E ud | s]. (26) 


fn RAI + 0¢—1<0<o) 3A], sh Coe) ste 
产生 误差 项 
0(27”) ， (27) 

与 # ATG, SBC PEA Ad UOI DUSCHE He Do FR FR RA IL 
无 用 的 ， 

1919 年 ， 布 朗 [2,3 提出 了 他 的 新 第 法 并 成 功 地 用 于 数 
论 中 许多 困难 的 与 重要 的 问题 。 特 别 是 哥 德 巴赫 问题 ， 这 是 
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第 法 的 一 个 重大 进展 。1947 年 , 赛 尔 员 格 (Selberg) C52) 给 出 
另 一 个 得 法 ， 对 于 每 一 个 可 以 应 用 的 情况 ， 均 可 以 得 到 比 
布朗 第 法 得 到 的 更 为 精密 的 结果 。 进 而 言 之 ， 赛 尔 贝 格 的 上 
界 方法 是 异常 简单 的 ， 而 且 具 有 最 后 形式 的 样子 。 总之， 这 
些 方 法 构成 了 数论 的 不 订 少 的 工具 ， 
布 训 与 赛 尔 贝 操 方 法 的 精华 在 于 用 不 等 式 来 代 赫 


1， M nz], 
460-2 E の =| (28) 
din 0s 其 他 情况 . 


JA GIR RR Wee Je E eb t RE HIE DL UP. 布衣 定义 
了 两 个 整数 集合 D 与 D 满足 


之 ud) LA (n) < 之 uld), (29) 


共 中 Di 与 DD; 的 构造 颇 复 杂 并 具有 很 大 的 组 合 性 质 。 赛 尔 
抽 格 注意 到 对 于 任何 满足 41=1 的 实数 集合 A 均 有 


4G) «2x à). (30) 


选择 适当 的 44, 则 得 赛 尔 贝 格 的 上 界 方法 . 赛 尔 贝 格 [2,3,47 
仅 发 表 了 他 的 上 界 方法 ， 并 指出 了 它 在 构造 他 的 下 界 方法 时 
的 作用 ,但 并 未 发 表 细节 , 赛 尔 贝 格 的 想法 由 王 元 [1,2], 阿 。 
Ko: 维 诺 格拉 采 夫 [2,3]， 列 文 (Levin)[1,22 及 朱 尔 凯特 与 
黎 切 尔 特 (Jurkat and Richert)[C12 等 加 以 发 展 与 完善 
命 4={as} 为 一 个 有 限 整 数 集合 , te 已 表示 一 个 有 限 素 
AEn AMEZ, MFA, P) 表示 4 中 未 被 也 第 去 的 元 


AB Bla, = ャ (ーー の (vn) 及 PP 表示 所 有 nT 的 
1 
素数 ,此 处 2]1n 及 1 为 一 个 自然 数 , 记 PF CA, P) =F (n,n), 
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BEK n 大 时 ， 我 们 可 以 得 到 下 (n,n! 1) 的 一 个 正 的 下 界 估 
计 , 则 可 以 由 此 推出 每 一 充分 大 的 偶数 n 都 是 两 个 不 超过 i 个 
素数 的 乘积 之 和 。 我 们 将 这 一 命题 记 之 为 (1,1) 。 类 似 地 ， 对 
于 {Xm， 我 们 可 以 定义 (1,m)， 

布朗 首先 证 明了 (9,9)， 布 朗 的 方法 与 他 的 结果 被 几 个 
数学 家 加 以 改进 。 例 如 ，(7,7)( 拉 代 马 海尔 (Rademacher 
13, 1924), (6,60 〈 艾 斯 特 曼 [1]，1932) 及 (5,7)，(4,9)， 
(3，15) 与 (2,366)( 黎 切 (Ricci)[1,2]，1937) 。 

如 果 将 一 些 组 合 方法 巧妙 运用 、 则 布朗 与 赛 尔 贝 格 的 方 
法 的 威力 均 将 大 大 加 强 ， 组 合 思 想 有 两 大 类 。 一 个 是 运用 某 
些 组 合 恒等式 来 迭代 。 这 一 思想 导 源 于 布 幸 夕 塔 布 (Bchs- 
aB)〔1) 在 1937 发 表 的 一 篇 文章 。 男 一 想法 为 孔 思 Kuhm?) 
[12 所 首创 ， 他 在 1941 引进 了 加 权 籍 法。 

PCA.) RA 4 中 适合 下 面条 件 的 元 素 个 数 ， 

a, =0(modg) K a, = 0(modp)(p<q’), W 


F(A, p) = FCA p0 7, 之 ， FCA, p, D). 
t5 tg 


(31) 
CS ESR BD A e PS ESN PCA, DO 的 一 个 
TOME EG FCA, p, DER, MaS FCA, p.) 
的 一 个 下 界 估计 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 PCA, p) 的 一 个 
上 界 估计 。 用 (31) 式 来 进行 逐步 选 代 , 我 们 可 以 得 到 PCA, 
P+) 的 较 好 的 上 界 与 下 界 估计 ， 运 用 赛 尔 贝 格 方法 ,和 朱 尔 凯特 
与 歼 切 尔 特 [1] 于 1965 年 对 于 某 种 F(A, 了 )， 得 到 了 他 们 .上 . 
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界 与 下 界 佑 计 的 显 式 表 达 式 ， 命 三 (4,p,9g,9) 表示 APE 
合 下面 条件 前 元素 條 数, g, 0 て mod ヵ )( ヵ ぐ @) Ra, 至 多 适 
d] AR a, o (nod p) (gc pq obit 6 ^. 

出 


FCA,b, qs g)> F(4,q)- 


(32) 
选取 适当 的 gg 5 6, W FCA, 0,0, 900 — A IE I TE 
引出 AP ae PASS [6] RIS ETE ZUR p A PE Ae dE 1938 4F 31940 
年 分 别 证 明了 (5,5)C22， 与 (4,4)C32， 其 中 塔 尔 塔 科 夫 斯 基 
《Tartakovskii)[C1,27 也 宣布 过 (4,4)， 孔 恩 于 1954 年 首先 
iE] Y (a,b) (a + b<6)030, 

将 布朗 ,、 赛 尔 员 格 ,. 布 赫 夕 塔 布 与 孔 恩 的 方法 综合 使 用 ， 
王 元 于 1956 年 证 明了 (3，,4)5C1], 并 于 1957 年 证 明了 (3,3)， 
(a,b)(at+ b=5)C3J 与 (2,3)[4,5]。 阿 。 依 - 维 诺 格拉 打 夫 在 
1956 年 也 独立 地 证 明 过 (3,3)[2,3]， 赛 尔 贝 格 [3] 曾 宣 布 过 
(2,3)， 但 未 见 他 发 表 过 证 明 ， 其 后 ， 列 文 [2,3] 与 巴尔 巴 轴 
(Barban)C4,52-F 1963 年 给 出 (2,3) 以 另 证 ， 在 他 们 的 证 明 
下， 数值 计算 是 简化 了 ， 但 却 需 用 较 深 的 分 析 方 法 . 
如 果 我 们 取 4 = ta- p, ben) R Pn à 的 所 有 未 
数 , WH (C4,P》 的 一 个 正 下 界 即 可 推出 (1,1)， 这 个 集合 
A 是 艾 斯 特 曼 C12 在 1932 首先 引进 的 , 他 首先 在 (GR 日 ) 之 下 
WHIT (1.6), 1956 年 ， 在 同样 的 假定 下 ， 王 元 [22 She 
依 ， 维 诺 格拉 条 夫 [2,32 将 (1,6) 改 进 为 ，(1,4)， 王 元 [3,6] 
。15 。 


并 于 1957 年 给 出 进一步 的 改进 (1,3) 。 

为 了 去 掉 上 述 结 果 中 未 经 证 最 的 猜想 ， 还 需 新 的 想法 与 
方法 ， 至 今 所 研究 的 第 法 均 为 对 于 每 个 ぉ EP, K 4 中 属于 
RRX o (mod p) fi à (Xe XE UE v Rip, WP DEP, 
TK Lg EE pp P: 

hp, i, ers shoseo, (mod p) 

WJC ARES, A BAG EAR VUE Zr inp LUE a T VOR 
况 ， 即 就 平均 而 言 , RC(p) 相 比 于 p 是 很 小 的 。 否则 它们 是 无 
效 的 。1941 年 ， 林 尼克 [1] 提出 了 一 个 天 才 的 方法 ， 即 所 谓 
- 大 第 法 ， 可 以 得 到 就 平均 而 言 ，k(p) 比 较 大 时 ,4 中 不 超过 
n 而 又 未 被 第 去 的 元 素 个 数 的 一 个 上 界 估 计 。 匈牙利 数学 家 
瑞 尼 (Renyi)[1,22 从 多 方面 改进 了 林 尼 克 的 方法 并 于 1948 
年 成 功 地 证 明了 (1l,c)， 大 萍 法 方 面 进 一 步 的 重 要 改进 是 
1965 4E di 9 Nr (Roth) C1 5 BE Wi Ji CBombieri) C12 得 到 的 ， 
在 瑞 尼 的 文章 中 , BUB RATE Y PKR x(x, h, Dim 
值 公式 ， 在 证 明 (1,c) 时 ， 它 可 以 用 来 代替 (QGRH)， 这 个 
公式 为 


lix 
k,h)- tU. 
RURAL TO o8 7 005 


注意 在 瑞 尼 的 原作 中 ，x(x,h,1) 需 改 成 一 个 加 权 A. 如 果 
GD IF A=- -成 立 ， 则 它 可 以 用 A BE 
阿 。 依 ， 维 诺 格拉 EJ: 与 王 元 的 结果 中 的 〈GRH) (見 王 
元 [6]) 。 

在 1961 年 ， 巴 尔 巴 恩 [13 证 明了 (33), 其 中 6=1/6-ey 
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— / x 4 
=0 Tog)" (33) 


并 得 出 (1,9) 。1962 年 , 潘 承 润 [2j7 独 立地 证 明了 (33) 及 (1， 

5), HP ó-1/3-5. 1962 年 ， 王 元 56] 指出 (1,4) 可 以 从 
9=1/3-< 中 推 出来 。1962 年 ， 潘 承 洞 [3 与 1933 年 ， 巴 尔 
巴 凡 53] 独立 地 证 明了 (33) 对 于 6=3/8- 上 成立 , 从 而 不 需 复 
杂 的 计算 即 能 导出 (1,4) 。1965 年 运用 O=3/s-¢ RA 奈 的 
计算 ， 布 替 夕 卉 布 [7,8] 证 明了 (1,3)。 同 时 ， 庞 出 尼 [1] 与 
阿 ， 依 ` 维 诺 格拉 采 夫 [4] 独 立地 证 明了 (33) 对 于 6= ~。 


成 立 并 由 此 简单 地 推出 (1,3)， 公 式 (33), Hp 6=1/2~s， 
称 为 庞 比 尼 一 维 诺 烙 拉 人 条 夫 中 值 定理 。 进 而 言 之 ， 庞 比 尼 建 
立 了 下 述 重 要 公式 


max | a(x,k,hy li. 
kaali? (loga)"2 ITE p(k) 


EC (34) 
其 中 ci 为 任何 给 定常 数 ，c 为 依赖 于 ci 的 常数 ,尽管 庞 比 
尼 公 式 比 具有 6=1/2-e 的 (33) 式 强 了 一 点 ， 但 它 在 数论 中 
却 有 很 多 重要 应 用 ， 例 如 (34) WE RINE EH (Hooley) 


证 明 的 下 述 重 要 定理 中 用 到 的 (GRH) , 命 W(a) 表 示 4 = 成 + 
u? o? 的 表示 个 数 。 则 


Tn 
N(m~logn rl 1+ x00. Y, uo 


が (りー 1d Pr. 
(p-1)? IT p-l (35) 
pi pri bio d4) pi- p-1 7» 35 


此 处 x(a) mod4 的 非 主 特征 。 


， 注 记 ， 哈 代 与 李 特 伍德 (23- 曾 用 他 们 的 圆 法 给 出 了 猜想 
(35), 但 即使 假定 〈GR 互 )， 他 们 亦 未 能 证 明 (35), 71957 
年 ， 霍 勒 [1 首先 在 (GR 理 ) 之 下 给 了 (35) 一 个 简洁 的 证 明 ， 
RF 1960 年 ， 林 尼克 [1g@,11] 用 他 复杂 的 离 差 方 法 ， 完 全 
HEAT (35), 即 不 附 有 任何 假定 的 征明， EH JE CER — 
优点 为 他 对 (34) 的 证 明 是 富 于 创造 性 及 简明 的 * (3 る ) 的 輝 一 
步 简化 证 明 则 是 匣 勒 革 尔 [1,22 给 出 来 的 。 

1966 年 ， 陈 景 润 [2,33 给 予 加 权 饰 法 以 重要 的 改进 ， 从 
而 他 证 明了 (1,2)， 这 一 结果 被 称 为 陈 氏 定理 , 即 每 一 大 偶数 
-都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 的 雪 积 之 和 。 命 
M=N-Q+0(n”), ーー ーー…(35) | 
N=Fln,n®)- 上 Za Fon pi), 


Nn10<P <i 


Q = 2 Pon. yee P= PLP2PS o 
O12 Pacn/PiP2 


Job aln A= (a pb) ROS BRIA! L pL 
mi KKC) s. MAKAAK, i MER 
估计 即 推出 (1,2), 事 实 上 , M ORE RES APM D 7 
PERM C^, 90 2 中 最 多 只 有 一 个 素 因 子 及 最 多 只 有 一 个 
BAF, Wa pen 的 素 团 子 , 明 所 狭 证 .(36) 
右 端 的 MY 贞 孔 恩 不 等 式 给 出 ,这 里 需 选 取 透 当 的 参 变数 ( 见 王 
元 C6]) CHARER EAR DURS pde do A Ho rU HE 
He JE. HEAR ACA EHE ROI GR AR AS E 


. Pd x8 3, 


9， 并 给 它 一 个 非 寻 常 的 估计 。 以 后 ， 所 有 关于 陈 氏 定理 的 
RIERA SET BO 的 估计 ， 特别 是 ， WR, TAE 
与 王 元 [13 指 出台 的 估计 可 以 立刻 由 下 面 类 似 于 (34) 的 中 信 
公式 推出 : 


命 2<yv<x Bm (y,0,q,h) = pA 1。 则 
. - | @aPahimo dg) 
ud max max > f(a) 
quart 2 010g2) c? eam C4.9)—1 | 0,5440, a 
2 : 
li a ]|- / X 
| "E Gr 
z(y,a,g,h uL - 
y,0,Q,8) 一 "E (logx)":i 


对 于 适合 (logy)2 2Lcs Le, Ly e 的 cs,c4 一 致 成 立 , Hh 
处 [Jac)1 委 lcex=cl+7 及 隐 含 于 0 中 的 常数 依赖 于 € 与 ci 

进而 言 之 ， une 与 丁 复 畦 [1,23 建 立 了 一 个 包 有 (34) 
与 (37) 的 中 值 公 

3. 密 率 

命 A 示 一 个 互 不 相同 的 非 负 整数 集合 , Kon 


a. fr 4 の = 2, 1, ARI. ima. inf. AG) > 这 


asp cC 


KA 4 的 史 尼 尔 曼 密 室 。 显 热 有 <e<1， 而 <=1 即 表示 
万 含有 所 有 自然 数 ， 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 Bb, Bln, A X 
C,c,C(n),y。 具 有 形式 a+b(a € A,d GB) 的 所 前 珀 不 相同 
前 整数 集 记 之 为 C= .A+B, RNB 24=AtABRsA=A 
二 (s 一 1)A 00522), EJERE, 2TH BY fORÉ (RURRURE 
Hy: WG 0 CAM TEA, WLyzdip-sa 
fg + 


BOCA, 1CB, RatPri,WNy=1, RAZ, BACH 
有 全 体 身 然 数 。 由 G) 可 知 , Eao WEE BR so PE sod 
的 密 康 宇 1/2， 从 而 由 (ii) 可 知 2504 含有 全 体 自然 数 ， 故 得 
Gii4$0€.4 ER a0, Wf TE R T AKN 2so FA 
的 元素 之 和 。 命 4* 表示 一 條 非負 整数 的 集合 , 其 中 元素 基 
允许 重复 的 . 命 4 表示 A 中 所 有 互 异 元 素 之 集合 及 r(a) 

表示 a 在 4* PRS HUB, WU dae RR Schwarz) AG 


X7 


| 之 ra) < の rca)? 之 


e LA A. 
1-400. 25 ra)? 
Gv) am( D rad) /n 23 riy. 
史 尼 尔 曼 的 密 率 概念 确实 简单 , BARAM. irak 
” 示 4=p1+ p 的 表示 法 个 数 ， 则 由 布朗 方法 可 得 


||. ca ulk)? 
ra) ogay? 之 R。 


kta 

取 A* 为 包 有 0,1 及 所 有 形 为 a= bi + ba 的 数 的 集合 ， 则 由 
Gv) 可知 4 有 正 密 率 ， 因 此 由 (iii) 得 著名 的 史 尼 尔 曼 一 哥 
德 巴 赫 定 理 ， 即 存在 常数 c， 使 每 个 大 于 1 的 整数 都 是 不 超 
过 c 个 素数 之 和 。 

fp s 表示 最 小 的 整数 使 每 个 大 整数 都 是 不 超过 c 个 素数 
之 和 ， 则 由 史 尼 尔 曼 原来 的 方法 可 得 s 委 800,000， 由 于 史 尼 
尔 曼 密 率 及 布朗 方法 方面 的 结果 的 进一步 改进 ， 特 别 是 辛 钦 


> 20 * 


(Khintchine)(1J 于 1932 年 古 明 了 。 364-7 B, Wy2mino 
(1,200. 3 ACMann)C1) 在 1942 FERT E AN atp i 
想 ， 即 y 宇 min(1,;a+B)， 及 赛 尔 贝 烙 发 表 了 他 的 新 第 法 ， 
所 以 s 的 估计 亦 有 相应 改进。 例如，s 志 2,208 CE E WX 
(Remancy), 1935C12), s<71 (海尔 布朗 ， 兰 岛 与 西 尔 克 
(Scherk)，1936[12)，s<67( 黎 切 (Ricci)，1936[1,23) 等 
等 ， 最 佳 结 果 ss<e 是 沃 思 53] 得 到 的 ， 无 论 如 何 ， 其 精密 度 
仍 低 于 由 三 个 素数 定理 推出 的 s 委 4， 用 史 尼 尔 曼 方法 还 可 以 
估计 S 的 上 界 ， 此 处 S 表示 毎 一 人 >1 HBR BAR 
超过 S 个 素数 之 和 。 

尽管 三 个 素数 定理 与 (1,2) 较 之 (1,1) 仅 一 步 之 差 ， 似 乎 
用 目前 方法 的 改进 是 不 可 能 证 明 猜 想 (A)( 或 (1:1)), 甚至 在 
(GRH) 之 下 或 假定 (33) 对 于 5=1~z: 成 立 ， 即 
lix 
の (を ) 


I 
max | 7G 5,0 一 
kez lo (h,k)-1 


-La 
这 一 公式 通常 被 称 为 哈 贝 斯 担 (Halberstam 58 38 , 我 们 还 不 
能 条 件 地 证 明 (1,1), 因 此 至 今 仍 有 很 多 人 相信 哈代 演讲 中 所 
说 的 猜想 (A) 的 困难 程度 “是 可 以 与 数学 中 任何 未 解决 的 问 
题 相 比 所 的 ”， 无 论 过 去 或 现在 都 是 对 的 。 因 此 我 们 深信 对 
于 进 一 进 研究 猜想 (4)， 必 须 有 一 个 全 新 的 思想 ，。 
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ーー ツー デー ツー 


一， 数 个 素数 之 和 


kem were LET 
| 整数 为 素数 之 和 
AG dE 
18 论 7 


1.1 哥 德 巴 替 在 1742 年 6 H7 mx 
&, 每 个 偶数 2m 都 是 两 个 青 索 数 之 和 ， _ 这 食 命 题 通常 BE 
为 “ 哥 德 巴 Bg XE XU" Se BE -定型 和 的 正确 性 ， 而 
BM m 大 时 ， 表 未 法 的 数目 亦 很 大 ， 但 是 所 有 企图 得 到 一 
个 证 明 者 都 没有 成 功 ， 事 实 上 ， 还 不 能 证 明 每 个 致 〈 或 每 个 
大 数 ， 即 从 某 一 数 往 后 的 任意 数 ) 是 10 个 素数 ， 或 1000000 
个 素数 之 和 ， 这 个 问 题 在 最 近 被 认为 是 ORBIS 
X". 1) 


` ・ toe 


PEE 


De E „Lannan? 'Geloste und ungeléste Probleme, Mus 


der Theorie der Primzahlverteilung und der, Riema- 
nnschen Zetafunktion,' Proceedings of the fifth Inte- 
rnational Congress of Mathematicians, Cambridge, 
1912,Yol。1,pp。93 一 108 (p.105) .This address was re- 
printed in the Jahresbericht der Deutschca Math, Ve- 
reinigung,vol,21 (1912) ,pp.208—228. 


"… 2 次 %s 


ee 我 们 用 我 们 在 《 玲 又 数论 0" 中 前 新 超 越 旋法 洲 

mika, RERE C: RREKET GE 

p SAVER HATE Ws e A A CEP OR Eo 
内 H " H. 5pYe 


. . . un 
ymptotic formulae in combinatory analysis’, 


task 


Comples rendus du quatrieme Congres des mathema- 


ticiens Scandinaves a Stockholm,1916. pp.45—53. 

2, On the expression of a number as the sum of 
eny number of squares.and in particular of five or 
seven’,Proceedinzs of the National Academy of Sci- 
cnces。Yo1。4(1918),pP.159 一 193。 

3.,Some famous problems of the Theory of Nu- 

sbers,and in particular Warinzs Problem, (Ozsficrd, 
Clarendon Press。1920。EP。1 一 3 は ) 

4。 On the representation of a number as the suri 
of any number of squares,and in particular of five’, 
Transactions of the American Mathematical Society, 
vol 211920), pp. 255—234. 

5..Note on Ramanujan’s trigonometrical sum 
Calan), Proceedings cf the Cambridge Philosophical 
Society, vol, 20921), pp. 263—271. 

GH Roy and J.É.Lisrtxwoop. 

1,'Á new solution of Waring's Probiem', Quarte- 

riy Jourai cf pure and applied mathematics, vol, 


aq 
“ao * 


(1919) , pp.272—293. 

2,'Note on Messrs, Shah and Wilson's paper ent- 
titled:On an empirical formula connected with Goldb- 
ach's Theorem’, Proceedings of the Cambridge Philo- 
sophical Society, vol.19(1919), pp.245— 254. 

3。Some problems of'Partitio numerorum’; 工人 
new solution of Waring’s Problem’, Nachrichten von 
der K,Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
(1920), pp.33—54. 

4.'Some problems of ‘Partitio numerorum’; I; 
Proof that any large number is the sum of at most 
21 biquadrates’, Mathematische Zeitschrift, vol.9(1921), 
PP.14-—27. 

G.,H, Harny and S. RAuANUJANe 

1。Une formule arymptotique pour le nombre des 
partitions de n’, Comptes rendus de l'Academie des 
Scicnces,2 Jan,1917. 

2.'Asymptotic formulae in combinatory analysis', 
Proceedings of the London Mathematical Society, 
ser, 2, vol, 17(1918), pp.75—115. 

3./On the coefficients in the expansions of certa- 
in modular functions’, Proceedings of the Royal Soci- 
ety of London(A),vol.95(1918), pp. 144—155. 


E. Laxpave 
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hid 


1000000 个 素数 之 和 。 为 了 证 了 明 一 些 东 西 ， 我 们 假定 了 一 个 
未 被 证 明 的 猪 想 是 真实 的 ， 而 即使 在 这 个 假定 之 下 ， 我 们 亦 
未 能 证 明 竟 德 巴 赫 的 定理 ， 无 论 如 何 ， 我 们 证 明了 这 个 问题 
1。Zur Hardy Littlewood'schen Lösung des Wari- 
ngschen Problems’, Nachrichten von der K,Gesellscha- 
ft der Wissenschaiten zu Gottingen (1921), pp.88—92. 
LJ. Moupxrr. 
leOn the representations of numbers as the sum 
of an odd number of squares’, Transactions of the 
Cambridge Philosophical Society, vol,22 (1919), pp. 
361—372. 
A .Osmnows si。 
le Bemerkungen zur Hardy-Littlewood’schen Lö- 
sung des Waringschen Problems’, Mathematische Zei- 
tschrift, vol. 9(1921), pp. 28—34. 
S.Ramanosane 
1。On certain trigonometrical sums and their a- 
pplications in the theory of numbers’, Transactions of 
the Cambridge Philosophical Society, vol, 22 (1918), p 
P.259--276. 
N.M.Snan and B.M.Wirsox。 
1。On an empirical formula connected with Gold- 
bach's Theorem’, Proceedings of the Cambridge Philo- 
Sophical Society, vol,19(1919),PP.238—244. 


不 是 “不 可 克服 的 ”， 而 将 它 引入 解析 数论 中 可 认识 的 方法 
的 范畴 中 。 

我 们 的 主要 结果 可 以 述 为 ， 车 一 个 猜想 (关于 歼 曼 Zeta 
函数 零点 的 黎 曼 猜想 的 自然 推广 ) 成 立 ， 则 每 个 大 奇数 1 为 
三 个 奇 素数 之 和 ;而 且 表 示 法 的 数目 渐 近 地 等 于 


"(-100-2 
dogs C goes ) 


(1.11) Wn) oC, 


IESE pin 的 所 有 奇 素 因子 ， 及 


(1,12) C. e n(1* ces) 


其 中 乘积 过 所 有 的 奇 素数 o. 
mw 想 R 


1.2 我 们 更 明确 地 解释 我 们 猜想 的 含义 ， 
假定 g 是 一 个 正 整数 ， 及 


hg) 
表示 小 于 9 且 与 g 互 素 的 整数 个 数 ， 我 们 用 
X) = Xan), (を る =1。2。…… っ が) 


d hp a GE RUE P TRE" cB RS DS x8 


D ”有 美工- 函数 论 的 记号 ， 我 们 采用 兰 岛 的 书 “Han- 
dbuch der Lehre vonder Verteilung der Primzahlen” 
vol.1,book 2,pp.391. 往 后 ， 我 们 仅 用 9 KRW, RK 
Ey. RA ao 代替 户 来 表示 素数 ， 关 于 “ 范 里 贯 ” 我 们 沿用 
我 们 文 3 与 4 的 记号 。 
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«Xx? 特征 。 1) 
我 们 用 x 表示 x RE, x 为 一 个 特征 。 
当 o>] 时 ， 由 
Lis)= L(otit) =L(s,7) = LCs, ys) 


Xn) 


定义 的 函数 记 为 L(s,X)。 除 作 特 别 声 明 ， 模 均 为 49， 记 
L)-L(G, x). 
我 们 用 
p=ß+iy 
ERLO H-TRBER, He v0, の SS0 的 诸 零 点 被 
排除 了 。 我 们 称 这 些 零 点 为 非 寻 常 零 点 ， 我 们 记 N Ox 
LS) 满足 0 和 ?和 7 的 零点 O 的 个 数 。 
黎 曼 猜想 的 自然 推广 为 
猜想 R*， 每 个 p 的 实 部 均 小 于 或 等 于 1/2. D 
我 们 将 不 使 用 这 样 强 的 狂想， 我们 实际 上 是 假定 了 


1)》 我 们 未 给 工 一 函数 论 的 有 关 部 分 一 个 完善 的 综 述 ， 
但 我 们 给 出 的 兰 岛 的 著作 ， 读 者 可 以 从 中 找到 他 所 需要 的 全 
部 知识 。 

2) 由 十 下 述 原 因 ，、 猜 想必 须 这 样 叙 述 ， 

a) 并 未 证 明 过 没有 工 (s) 在 十 与 1 之 问 有 霍 点 。 

b) 对 应 于 非 原 特 征 的 上 一 函数 在 直线 0=0 上 有 零点 。 
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猜想 R. 存在 一 介 数 ご <3/4 使 L(s) 的 每 个 p 都 满足 
P<, 

这 个 猜想 的 假定 是 我 们 全 部 工作 的 基础 ， 所 有 本 文 结 
果 ， 尽 管 都 是 虚幻 的 ， 肖 依赖 于 它 ， 人 我们 将 不 复述 我 们 定 
理 中 的 这 个 条 件 。 

我 们 假定 含有 它 的 确 下 界 ,车 p 为 L(s) 的 一 个 复 零点 ， 
由 基本 方程 )， 它 也 是 L(s) 的 零点 ， 

进一步 的 记号 与 术语 

1.8 本文 将 引用 下 列 记 号 

4 表示 一 个 绝对 正常 数 ， 但 在 不 同 的 地 方 不 表示 同一 常 
数 ， 刀 为 仅 依赖 于 量 > WER. 诸 O 均 表 ano cott mM 
程 ， 与 之 有 关 的 常数 是 B 型 的 ,而 与 有 关 的 量 除 > 之 外 ， 
对 其 他 量 都 是 均匀 的 。 

o 表示 一 个 素数 ，p( 仅 与 4 相关 联 时 上 出现 ) KR n RE 
素 因 子 ， 一 般 p 表示 整数 ， 车 gq=1， 则 p= 0， 否 则 

0 ぐみ ぐ 9 の 。 (か 9) =1. 
(myn) 表示 m 5i n BARAT, m/w 表示 m WL BR ns 
FUA mfn. 

ACn)，p(n) 具 有 数论 中 的 习惯 合 义 ， 当 n=@”" 时 ， 

A(n)=logo, BM, AT 0, Yn wk PRA RAE 


D 很 自然 地 ， 许 多 结果 的 陈述 不 依赖 于 这 个 狂想。 
2) W228 p. 489, RIH 96 E s, 均 指 他 的 Ha- 
pdbuch 。 


HR, itn) =(- 1)*, 否则 它 等 于 0， 我 何 考慮 的 基本 rest 
(1.31) f(x) = 2Zjlogox*. 
为 了 简化 我 们 的 公式 ， 我 们 记 


e(x) =e2™it 0,(%) =e ). 
Ng 


及 
(1.32) ca(n)= Dienp). 
p 


(1.33) r& 9 v(X42 = プ ,e。( ヵ の ) ル k( の ) 
? 


q 
= De, (m)x.(m).!) 


m=1 
这 个 和 有 绝对 值 q.? 


范 里 分 o" 
1.4 我 休 用 7 RRA 


Hoer, 


(1.41) [xl =e 
我 们 用 下 面 的 方法 将 厂 分 割 为 诸 弧 £s us ENR YE RE 

1) 车 (myq)>1, M) xem) = 0。 

2) 2%, p.497. 


弧 ， 我 们 考虑 阶 为 
(1.42) 170n2J 


的 范 里 贯 ， 其 首 来 项 分 别 为 与 +， Foz ^ xdg vt 中 一 
项 ， 而 Pot PURI GM OR, 定义 ys(9 ン 1) 为 区 
间 
(を \ 
q  q(q*q0' q gqtq’)! 

"a 。 — kí 1 1 、 
用 jesi E fisi 表示 区 间 ( 0, Ney )s1 一 “NFI 9 1) 这 
些 区 间 正 好 填 满 了 (0,1)， 每 个 j;,。 被 -分割 成 机 部 分 ， 
各 有 长 度 小 于 一 hr ， 而 不 小 于 -J 壤 ， 若 将 区 间 jos 看 作 
IUE (SC, ICA D c argx， 而 将 两 个 端点 区 间 合并 ， 


则 得 分 成 诸 ira 前 分 割り 。 
当 我 们 研究 弧 psa RJ. du 
(1.43) x=e ?X=epX=e(p)ey, 
(1.44) Y=7+i0. 
我 们 的 整个 工作 转 为 研究 |x1 一 1，7n 一 0 时，f(x) 的 性 质 ， 


1) ARAM AMZ, HAART RM, THF RA 
KF AeA A He. 
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我 们 皆 假 定 0<7<1/2， 在 x 在 5p a 上 変 化 时 ， X 在 一 个 
ERIM Ersa 上 变化 ， 及 l 


0 = ー( argx- 


2pz ^ 
、 2 
EKE — 05, 0«:0s0,,a 上 変化 ( 反 方 向 ) , 品 然 9 ヵ ,。 与 


! 2 7 、 
Ose ET 西 不 小手 Hy 所 以 


A 
qN * 


在 所 有情 況 下 。 ーー の +10)-* 有 其 主 值 
exp( - slog(n * i8)). 
Hop OR o EER) 


= $< shog(y+iO< 1, 


re = max(05,o,0',, a)< 


我 们 用 N (D) BAN RE n 表 为 > 个 素数 之 和 的 表示 法 , TE 
意 更 序 亦 算 作 不 同 表示 法 ， 则 得 
- r 
(1.45) 9S N.GDx"^ = (2e). 
n=2 w 
RHA y(n) oA 


(1.46) v,(n)= = logo ilogo ge 1ogo。 e 
91723... tt 


iS 
(1.47) Dov. (n)x" = (fx). 
n-2 
Jk, S. 表示 奇异 级 数 
. 31 e 


-DKD o- 
(1.48) S, zm) e, C^ n). 


28 & 引 38 


2.1 引 1 @7=(Y)>0, Wl 
(2.11) f(x) =file) + fat, 
此 处 


(212) fi(x)7 2,5 AQG)x" ~ È logo(a”? 
(4, )>1 


24> 
(2.13) fa(xy= LL. im アー ア (s) Z(s)ds, 


2n1i 


其 中 了 ”有 其 主 值 ， 


(2.14) Z(s)= C), 
4) Z(s)= > ime 


k=l 


Cy 仅 依赖 于 D,9 55 xx, 
(2.15) C=- ^m 


(2.16) [ESAE 


我 们 得 
fíiGosfG)-ficos — Y AG 


(1, +)=1 
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ー = Boo Ada +jje Cor 


1S7 < 2(1.3)2-1 1-0 
7 - 1 è 
Be Bled py f y-' 
I'(sYiq* j) ds, 
1 2+iw 
= ーー ニー | Y-'I'(s)Z()ds, 


Zi œ% 


T Ab 


Z(s) = Levy ia. 


因 Qj) =1, 我 伯 得 り 


Adg+j)_ La), 
Zr i あん の] Lys)? 


i k=1 
因此 
< L'y(s) 
Z(s)= 246, LG) , 
此 处 


d = 
C=- h Drea (pixie). 
year} 


因为 当 (gq, 站 >1 时 ，Xi(j) =0， 所 以 条 件 (3, =1 既 可 
路 去 或 加 以 保留 。 
因此 ?2) 


1) XE, p.421. 
2) ZB, pp.572—573. 


e 33 * 


--1 > eam) = - 9), 


Ny meta Cty md =1 


XE k>, (VO 
q 


-EeODaG-- Ene 


j= 


q 
Der (mm) xrlm). 


m=1 


车 x; 为 原 特征 ， 则 


q — 
Dea (D xD = Gs Za) 


m=1 
[Ir(g, X) =v g?) 
Cl = 


8 xR RE, WERT ROQ=g/d, P sbd1. W. 
未 (oo 有 周期 Q, 及 


ant 


Seq (m) y(n) = = Samy Feo, 


nm 1 一 0 


1) 兰 岛 ，p。485. 这 里 的 结果 是 仅 对 原 特 征 来 舟 述 的 > 
其 证 明 当 (p,qg)=1 时 对 于 非 原 特 征 亦 成 立 。 
2) +s pp.485,489,492. 
3) 参见 该 书页 末 的 附加 注 记 。 
. 34 . 


内 和 为 零 ， 所 以 引 理 证 毕 ?)。( 见 上 页 注 3)) 
2.2 9| 2. 我 们 有 
(2.21) | fie) |< ACog( + 1472, 
我 们 有 
ficos PAm- D logol”? 


C7, rn) > 


+ 23 よう) ニア (<1( テ ) fiex) 


I fre Gols Dlogw Dix? 
wid r=1 


ご 41og(g+1)1ogg D |x|?” <AClog(q+1))* 


tel 


De? <A(log (gt D2^logz. 


r=1 


1 
«A(log(q* D)O^y 2， 


Blogo «Av £, 


T. 2, oT 


所 以 
fo < Slegolx|* «A0 - [xD 


“2,4 
ーー _ i 1 
Evn ll KAQ- Ix? «Ag *. 


由 这 两 个 结果 即 得 引 理 。 


2.3 213. 我 们 有 


LG) 6 ,ó-b,p 
(2.31) LG) ニュ 十 +6 
-ly 5*4) 1 -1 
; 2 か る (こす あり 
此 处 
(az= LO) 
ylz) Ty’ 


其 中 请 ec,6,S, 与 2 为 依赖 于 g 与 X 的 常数 ,而 a 为 0 或 1。 
(2.32) bi-1, b,-0 (k>1), 
及 
(2.33) 0Sd<Alog(qt1). 
除 最 后 一 个 外 0D0， 所 有 结果 都 是 经 典 的 。 
9 的 确切 定义 是 复杂 的 ， 在 此 不 引进 5， 我 们 仅 用 到 6 
不 超过 9?) 的 相 异 素 因 子 个 数 ， 所 以 适合 (2.33) 。 
2.44 引 4。 若 0«n«1/2, W 
(2.411) f(x) = BD a Cc,G。+ ア 。 


kot 


此 处 
(2.412)C,= Driv", 


5k 


1) ZEB ,.pp.509,510,519., 


. 36 * 


h 
(2.413) (PI AV q Clog(q + DAF DAUA! 


kel 


1 1 d 
+02 + IY [4572 js 


ô= arctan- 了 


ToT ° 
由 (2.13) 与 (2.14)， 我 们 有 
1 2t e 
(2.415) fax)=— lL B Y-*l'G)YZG)Ms 


231 ー oo 


A a ) 
= xt アー が (s) L (S$) ds 


た = 1 271 Zein た ,(5) 
h 
= D.C,fs, px), 
k=1 
《定义 ) (IED 
1 ane La L's) 
(2.416) アー eds 


=-24R+ BT) Ye 
Y の 


D ” 柯 西 定理 的 应 用 可 以 用 轨 (X) 与 T(X) 的 “ 显 公式 ? 
WAR ILA ARAL, LEM, pp.333—368. AS dr] 
cob, dme tU 5Y-*D(Gó)0, REM BRY, WHER 
118) X 3x «Contributions tn the theory of the Riemenn 
Zeta-funcfion and the theory of the distribution of 
primes), Acta Math; vol.41(1917), pp.117— 196. 
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此 处 


fy Z Cs) 1 
Y ~ MO) Tos) So, 


其 中 {f(s)}。 通 第 表示 f(s) E s= 0 处 的 残 数 。 
HED 


Ls) _ og Z + log Or 4 S s logo , 
1-5 


Ls) pay @r Ev v=} Ov =E; 


(sta 1-S+a La-s) 
ELO H 2^ 2 ) La-s)’ 
JL kb QU o 的 因子 而 是 xX 的 模 ，c 为 整除 9 而 不 能 整除 Q 的 
素数 條 数 , oi ,as，… 为 这 些 素数 ， 及 e, 为 一 个 单位 根 ， 因 
Jtzro--1/4, Wl 


Ls) 
L(s) 


« Alogg + Aclogg + Alog(|t| +2) 


(2.417) | 


+ A«AClog(q t 1) ^logC tl +2). 


uit s= = i tits Y=n+id, i 


[了 -| = LY [4exp!¢ arc tan 2), 
iN 3] . 


IY-TG)«AULY lC +2) 4 


1) 2, p.517. 
. 38 e 


exp (~(1 T arc tan el ), 


1 
1 -F 
A 4 | ET 
SAY IS dere 


所 以 


1 
1 4 すし L'(s) | 
(2.418) uh MNA rcs) Loy ds 


<Alog(q+ pv is [7056 


«Aog( + 12*1Y | $875, 
2.42. MEZER. Wi 
^3 ay. _ 
>( sp p ) 0 (s 0, 
所 以 
R= (b ED G) +{ rr 1 


-iiv- T (s)g ( Meg 


9 
241b tb') - (Ó- b) C4; + AslogY) 
+ C, Ca) c Ci(a)logY. 
此 处 每 个 5 为 两 个 绝对 党 数值 中 的 一 个 《按照 D 因 
05051, 05 d6<Alog(g +1), |logY |<Alog ! 


1 
«dn? 


し 


所 以 
(2.421) IRI AU D + Alogla + Do. 
H1(2.415), (2.416), (2.418), (2.421) 5. (2.50 可 
知 
fas (x)= - b + Gt Prs 
Y - 


1 1 1 
|P,|<AClog(g+1))4C|6| +7 2+ 1 4919。 
(2.422) f2(%)= -KD + €C,G,*P, 
k 


(2.423) [P| <Av/a¢logca+ 1 (1 E ll 
k 


ガータ IY 14072), 
由 (2。422), (2.423), (2.112 5(2.21) 即 得 引 4. 
2.5. 8|] 5. #a>i Rx. Ug AE. (从 而 为 非 主 特 
TED) 。 Wl 


GD ro の = 2 — W((1- e) 


rei) 


a-a(q,x)7àx. 


此 处 


.1 
(2.521) JLD | =g 2L(0)| (a=1), 


1 
(2.522) |Z(1) =29 2 た (0)| (a=0). 


1) 兰 岛 ，p.480。 
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进而 言 之 

(2.53) 1-OSR(p)<O, 
与 
Lo 

LOD! 

这 一 引 理 仅 为 引 6 与 引 7 证 明 中 所 需 结 果 的 综合 ， 它 们 
有 很 不 相同 的 深度 。(2 .51) 是 经 典 的 ') 。 其 余 两 个 可 以 从 
LOGOS Be Rr AES. 

不 等 式 (2.53) 立刻 由 (3s) 的 通 数 方程 及 它 没有 因子 
1- ov 《对 于 原 特 征 x») THEM. Bea, (2.54): JE RE 
KK 《Gronwall)”) 证 明 的 。 


(2.54) <A(log(¢g+1))4. 


D 2&, p.507. 

2) = B8. pp.196.497. 

3) Ii T.H. Grozwall, ‘Sur les se'ries de Dirichlet 
correspondant a des caracteres complexes’, Rendi 
conti del Circolo Matematico di Palermo,vol, 
35(1913),pPp.145 一 159。 革 隆 瓦 尔 证 明了 对 于 每 个 复 特 征 ， 
SHERRE) 成 立 下 ， 对 于 实 特征 有 

TDTS4 log9(toglogqg)3/8 。 

半島 (“Über die Klassenzahl imaginar quadrati- 
Scher Zahlkórper',Góttinger Nachrichten, 1918, pp. 
285—205 (p.286,f.2.20) 46 HM, Y x ARRE, X ERIT 
的 方法 只 能 得 到 较 勇 的 不 等 式 。 


* 4] >œ 


iL(1)|<A 1ogg ソ 1og log q. 
还 证 明 〈 属 于 海 克 《Hecke) 的 ) 了 与 基本 判别 式 


-q 有 关 的 实 特征 ( TL 请 


TEGOT- — «4 logg。 

这 方面 的 第 一 个 结果 是 属于 兰 岛 自己 的 Clu f Über das 
Nichtverschwinden der Dirichletschen Reihen, weiche 
Komplexen Charackeren entsprechen’, Mach, Annalen 
vol.70(1911), pp.69—78) 兰 岛 在 那里 证 明了 ， 对 于 复 特 
征 x 有 


容易 证 明 《 见 最 后 征 引 的 兰 岛 的 文章 p .75) 
iL'(1)|<A(logq)’, 
所 以 所 有 这 些 结果 均 比 我 们 需要 者 更 多 。 
2.61 5l6. 3X; MT) RR LOE 
oT <l\yl| <7 +1 
中 的 零点 个 数 ， 则 
(2.611) M(T)<AClog(q+1))4log(T +2). 
非 原 特征 对 应 的 LOS AY o 为 对 应 的 模 Q 的 原 特征 的 
L(s) 的 零点 ， 此 处 Qlq， 加 上 (s=0 除外 ) 某 函 数 
FEF,=1-e, a," 
的 庄 堆 点， 此 处 
lesl=1, olge 


> 42 * 


o, 的 个 数 不 超 过 4 log(qt+1), HE, o=0 Etj—^ 
零点 集 ， 并 有 等 距 
27 て 27 
logo» log(qt1)" 
RHE INF MCT ODF A(log(q+1))*， 从 而 我 们 仅 
需 考 虑 -个 原 特 征 ( 因 此 ， 当 g>1 时 ， 非 主 特 征 ) 的 L(s). 
我 们 注意 到 ， 
Ca) $F LG) LO), a RM, 
(6) 对 于 实数 s， 工 (s) GlL( AKL, M 以 对 应 于 
二 (3) 的 5' 为 对 应 于 LCs) 的 の eges" , 
(c) LCs) 的 典型 零点 Pp 或 为 0， 或 〈 由 函数 方程 》 为 
1-e, Bre 


S = x(i: on z( 十 1) 


177 

记 住 这 些 注 记 ， 首 先 假定 c= 1， 则 出 2.51) 902.521) 
可 知 

2 (LQ) LG)! 42 1b 

To ka LD) = 4 Ti((1-4 hee 


- ーー A 
a LOLO ^ / 
\ CN 
/ 2 1. し トー の | 
Hohe) 


这 儿 用 到 
m 


* 43 * 


因此 
(2。612) |2R(b6')+S|<Alog(q+1). 
另 一 方面 ， 若 a=0， 由 (2.51)? 与 (2.522) 得 


4_'LO) EG) | rrii 
Nd ba ` A 1 一 
9 LG) Eo) f TI 


如 前 仍 可 得 (2.612 )。 
2.62 对 于 每 一 非 主 特征 ( 原 特征 或 非 原 特征 )， 由 
€2.31) 可知 


Lp 1, 1/ 1+a ind 
aen TOP casu Ia 178)e x( 11). 


特別 地 。 当 vy 为 原 特 征 ， ac. 6210, (2.54) 与 (2.33) 得 
p PO. 
(2.622) |R(5)-S|- RIG) G 


1 1*8) ))34 
+ 内 F <AClog(g+1))*. 


Ha (2.612) 49 (2.622) f$ 

(2.623) S<AClog(q+1))* 
5 

(2.624) |R(b)|<AClog(qg+1))4. 

2.63 #a>1, x 为 原 特征 (所 以 b=0) ， 及 =2+ 
iT, Widi(2.3D, (2.33253(2.6240 18 


" 2-8 B 


。44。 


REGI) Rra 8G) 
-ROn + 1R (We )) 


| L'(s) 


16! | / sta 
Et s SIRO S (7) 


』A 


« Ac Aloglg+1) + AClog(q + 1224 
+ AlogC|IT | - 22 AClog(q  1))41ogCGT | +2), 


2, aope (Fy で (logo+ DY 
log(|T| +2). 
左端 的 毎 -- 項 皆 大 子 4， 而 项 数 不 少 于 MOD, 故 得 引 理 的 
结果 ， 我 们 除去 g = 1 的 情况 ， 这 时 的 结果 是 熟知 的 0 。 
2.71 引 7。 我 们 有 
(2。711)  |&'1« AqClog(q + 1))4。 
首先 假定 x 为 非 主 特征 ， 则 由 (2.621) 与 (2.54) 得 


(2.712) [b"|<AClog(¢+1)))4+ EG 


我 们 记 
(2.718) 9S- Dit Bi 
此 处 三; KORA 1—- O«RGO«O,ni ZixtRG =0 


L) 
t-z) 


D la 


. 


1) 兰 岛 ，p。337。 
. 45 . 


的 eR, BA 了 = 9 ， 此 处 3 为 对 应 于 模 Q 的 原 特 征 
的 过 Cs) 所 对 床 的 9， 此 处 Qlc， 因 此 由 (2.623) 得 


(2.714) 位，<4(log(Q+1))4<4(log(9+1))4。 
由 于 De 中 的 零点 为 
H (17 =2-), 


WO =0 除外 ) ， 其 中 o, 24 q WAT We, Amk 
Ti, Wabm=—(Q<q); 因此 w， 的 个 数 小 于 A logg 及 


Ey = g2tiow' 


其 中 ov = 09 Bk 
luxe 
了 Slo [e . 


Ys 


我 们 用 o. 表示 1-s ov ”的 一 个 零点 ， 用 0 表示 满足 
lo, 1 的 零点 ， 用 の > 表示 满足 1p,1>>1 的 -个 零点 ， 则 


(2,715) S(t ):szm(z 
| | 
Z)at 


任何 p。 皆 有 形式 
271i(m * o.) 
log o, 


此 处 m 为 一 个 整数 ， 因 此 ,的 个 数 不 超过 4 log os R 


D HTOE&, p.482 e, X(Co,), Ev X X EQ 


* 46 * 


um 


A log(o+1) 在 我 们 的 和 中 的 对 应 项 的 绝对 值 不 超过 っ 
A lo 


(2.716) "iL in vbt < Aqiog(q* D, 
因此 
(2.717) [È] <Ag(log(q+1))*, 
还 有 | 
(2.718) Ix: る あく Ze 


e 


«Aog a)? D 1, «ACoz(q *1)*, 


m-1 
Hi (2.715), (2,717) 与 (2.718) 可 知 
(2.719) |B, 40og(g+ 194 
而 由 (2.713)，(2.714) 与 (2.7190 即 得 引 理 。 
2.72 我 们 已 经 假定 y 不 是 主 特征 ， 对 于 主 特征 (mod 
9)， 我 们 有 ?7 


Lis)= H (1-3) es. 
and 
Ala=0, b=1, 我 们 得 
> les + SG) _ L'(s) 


wig WO 7 KOR LiG) 


D ZEB. p423. 
2) £E XT Lis) HEEAR SH, WERK F ECs) 
的 零点 求 和 。 
" 47 . 


> ( re ee m WEO 


s-p 
xc Cle) 

XL Lm EX ce HL 
(bl < Alog(q* 1) + I> ( P i). 


这 对 应 于 (02.712) , aT narii. 
2,81 318. #o<y<1/2, Wd 


(2.811) f(x)= HD+ ECG, +P, 


メー は 
此 处 
(2,8122G,5 SLY’, 
pt 


1 

(2,813) IPI<AV q (fog(9 す 1))7 qty? 

+Y), 

(2.811) SG= arc tan Gye 
这 是 引 4 与 7 的 直接 推论 
2.82 "19. #o<yn<i/2, Wl 
(2,821) (>) = ぁ p+ の, 

此 处 


* 48 * 


2 Hq) 
(2,822) p= hy ^? 


1 


1 
e |Y [787 Blog (1 2), 

(2.824) ô=arc tan TE 

我 们 有 

(2.825) IGSA ITOYE DD, TY |, 

_ の ` 
Y ^-|Y|'^e arc tan — 
yore rere ee ) 


の は 
ME Soe. PHI COLMA, 所 以 


(2.832) |, «AY LU? Dd, DG] 


| 
« AIY [9 € ,, ,1<AClog(q+ 1))4 


Ir”. 


TE D252 中 ， IY| < マイ, 及 由 (2.716) 有 


-l. < Aqlog(q * 1), 
|p| 


所 以 
(2.833) E <AD,,,1F(p)| 


- Wat el 1 
= ェ イア 。 I cA | 


ご 4g(1og(9+ 1))°, 
・49 。 


Hy (2。825)。 (2.826), (2.831)5(2.832) 与 (2.833) 


— 
au 


1 
(2.834) lGel <Allogla+1)) (gt | VY | 6 2log 
($+2)=H,, 
及 由 (2.811) ,(2.812)，(2.813)，(2.821) ，(2,822) 与 
(2.834) 得 
h 1 
| の | = [ECG P 


‘hel 


<$ CLG] + AV q Cog(a+1))4 


k=l 
1 1 1 
(qty 2 i432) 
此 处 SD. wie olvida ok, DS. 则 过 jy|< 之 1 的 
ps RM, ELH, ROE 
Pw) Y t| =F (B+ ip) HY i7 exp (pare tant ) 
« A|v| C2]Y|75 
exp( ー (La-arc tan 6 ) ly] ) 
<A PY teh, 
CRIV\<4A, BHIE R, P<) 由 (2.611) 可 Alys 


FT 与 T+1 (T>0 中 的 的 个 数 M T) 不 超过 4(log 
(q+ "log (T+2) ,因此 


D ple be PS AQog(a 12^ (n+ 72 


n-Ü 


^ 50 o 


logln+2)e *"< AClog(g 
} 
AS-0-: 1 
* 10467 *7tog (I +2). 


(2,826) DTY "|< Aog(q 4 1))4 


1 
-8 so} 1 
I | 7t87*7Hog (1 +2), 
2.83 HiHi(.61D, Xs 最多 含有 ACog(qt+1)) 45H, 
id 


(2.831) 2,2, t+ Days 


Sasi 过 适合 ユー OSB <0 EN, 面 S252 Mit P=0 的 零 
To 在 X. 中 有 
Vg A . — 
«YS DH. + AY q (og(a e 1))4 


k=) 


IPIE IY |S? Blog ( 1 +2) ) 


< オン q (log a+1))4(q 472 
-os-o-} 1 
十 | 了 | 6 log ( 3 +2). 
《2。823) 证 完 。 


2.9。 引 10。 我 们 有 
(2.91) h-g(q)».4q(logq)^^, 


FLED, XD 


1 ZB, p.217. 
- 51 e 


p(q)y>(1-d)e‘ —4 _, (q>q,(d)), 
log log a 


此 处 6 为 任意 正 数 ，C 为 欧 拉 常数 。 
3, 宇 要 定理 的 证 明 
3.11 定理 A4. dir 为 一 个 整数 三 3， 及 
GBD CD = Sve", 


(3,112) (mn) > log w ilog osa…logo , 
att at to,.7^ 
则 
(3,113) ».(n)- c Tür S.-O(n'- 140-4) 
(logn)? S an Sry 
此 处 
。 ぐ 。= (ue 


有 这 样 的 了 解 ， 今 后 与 O 有 关 的 常数 仅 依赖 于 m WE 
表示 n>% 的 极限 过 程 . 

dino, WA 

GD nl. foo, 


积分 路 径 为 贺 |x| =e る 此 处 HH= d =, WA 


«#526 


1- |x| = ユエ +O ot, 


n 
Wey パ = ェ (ソコ 的 落 里 分 割 。 得 


N 
Ga109 »O0- 5S € -i 


dagen’, CP, d=) ご 


Pm ルル x’ c" 


X 
= We -np NU xu - 
Pal 


2:11 


ju -np)iv. "m 


也 于 
I ア ーe SB aT pt + lp t D 
«Baefr tg! p, 
RIX | =e t<A, 所 以 
(3.117) js, 7 lo, a t Pip, a) 
此 处 


X 
(3.1180 Jp,e = d 


1 r dX 
r2 Xr+’ 
pa 
《3。 = EF 
(3.119). Imr, «1 o( M s 
+ 1697110405. 
3.12 我 们 有 7= 百 = 革 及 o<vn， 故 由 (2.823) 有 
《3.121) | の | <An4(logn)4 + ACogn)^v/ q 
1 
-8 8-6-9! 1 
(y | 88° Hog ( $2)» 


. 53 。 


此 外 5=arctan wn/19 |。 我 们 分 两 种 情况 来 讨论 。 若 1%1 委 
Ne yu 
IY | 2.40, 9074, 
及 
一 -es-e-1， 1 1 。 
(3.122 ^ q|Y| 'ó 2log ( -$ +2 ) «Ants 


1 
= An?'4. 


#n<|0'1< 0», a, 则 由 隆 g|9| So の 7, «An 1/?, 所 以 


924,2 5, lY p» Agen, 
p" os- 0 1 一 
(3.122. /q|Y|-t7*!log( 4 +2) オン 。 


|] 7*2] P] +2, logn 
= An *21ogn(gl0'| ji < Ante 
logn,n^* = An®*4logn, 
故 对 任何 情况 组 有 (3,123)〉 .由 于 9 之 1/2 及 由 (3.121) 可 
知 
(3.124) 1| < An* *Clogn)^, 
3.13 HBr>3, 所 以 
I lpl d9 <B C70 


一 9' p.a 


7 IY |^ -Pqecph Or) 


T79' p,q 
z 1 
| O t0?) 206 -DGBh TR ?, 


* o4 * 


故 由 (3.124) 与 (2.91) 可 知 
(3.131) > | "| Pet déc Bn" -?(max|®]) 
"E^ 


P,a” 79 p 


Tut -2 c Bn" 2*4 (logn)? 
a 


3 
= Bn -Itt -4) (logn)?, 


3.14。 若 argx =yw， 则 得 
9 2 ・ 
Ev 7Pee= (rita 
T79' pig 9 


z2: >, (logo)? Ix |* *« A logmAcm) |x|?" 
E m-2 


<A= 1x12) ( Blogt Ae) ) |x?" 
ms 2 


k= 2 


<A- Ix D S miogm|x1?” 


m- 2 
A 1 
ST tos ( 1- [xl ) <Antogn. 
类 似 地 | 
IFIS Dlog al x]* S Am |x|" icr 
«n, 
因此 
(3.141) [t If 171160 
p,0 7 7?' pig 


" 
<max|@fr-9| | 7PgW 
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1 
«Bn **iogn,n" ?,nlogn 


«Bx -u D logn)*, 
由 (3.1160 , (3.117), (3.119), (3.1312 3(3.141) 


(3.142) vD = De -npyly,q 


£O (i7 1C 7D Cogn)”, 
此 处 loo 由 (8.118) FEM. 
3.15 Æ lp, T, RIJE X =e, dX=-e"dY, 
WY 沿 直 线 由 7+igyor ZE iO voc, 所 以 由 (2。822) 与 
(3.118) 得 


(3.151) ls, = ーー y 
[7 y-ray 
Ttip qa 
现在 
nmi’ n+ io 
(3.152) -| te | Y''e'*dY 
ub 3p. g qe ico 
191-7g9 ) = oai t 
+0 ( [7 1+0] d0) =2mi 15 
+0( lpr9ITd9 ) 
此 处 


. 1 
= 06,2. 
0, = minr, 2,0 5,4227 
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又 有 


(3.153) 1 aiora] の"d9 ご 9 は" 
q 


og 
«B(Q 7n) ^! . 
Ht (3.1512, (3.1522 33 (3. 153) Wy A 


t-1 
(3.154) Zi Cons aur 
Hay Vul. 
= ( ner ) e,(-np)+Q, 


此 处 
. 1 1 
(3.155) [Q|<B DA g Tln OKR 70 
P,a 


gy" 2( 一 
= (4) <Bn26 -1) 


N 1, 
D Cogg)” «Ba? (logn)?, 


q=) 
Ar>3k 62>1/2, ユ テ マテ ー ュ ー エ < テー ニュ キ (0-3), 
2 4 4 , 
及 由 (3.142),(3。145) 与 (3 。155) 得 


_ LA) Yet- 
(3.156) vD = X >( esc-np) 


r-1x(o-3) B 
t O(n (logn)P) 


22 m707 / u(Q) VT 
(=D! È (pa ) ca cm) 


+O(z7 1 C71 logn)), 
3.16。 为 了 完成 定理 4 的 证 明 。 我 们 仅 需 证 明 (3 .156) 
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中 有 限 级 数 可 以 换 成 Srs 由 于 3r<r-1+(9-3/4) 及 


名 ( ES ) ‘cal —n) 


1 
«Bn' ! Da" og q)*« Bn? (cogn), 


I>N 
因此 这 个 误差 可 以 吸收 在 〈3.156) 的 第 二 项 之 中 ， 定 理 证 


完 。 
奇异 级 数 求 和 


3.21. 5111.4 


(3.211) ca(n)= Delp), 
此 处 ”为 一 个 正 整 数 ， 求 和 范围 为 小 于 4 且 与 4 互 素 的 所 有 
正 整数 の “a=, ヵ =0 包 在 内 。 和 否则 不 包 在 内 ， 风 
(3.2122 ca€—m) =cq(n)s 
(3.213) caa'(n) = eq Qc. 00. 
此 处 (9,g27 = 及 
(3.214)ca(n) = 5, (2), 
此 处 6 为 4g 与 # 的 公 因 子 . 
对 应 于 b 与 9~ 的 项 是 共 轿 的 ， 所 以 co (ln) 是 实 的 ， 
HIF ca (00 5i eo C- 1028 BO deu, SC 3.12D 7. 


1) 若 9=1 或 9=2,。 WHHARs 但 c1(n)=c1i( 一 n) 


= 1,¢€2(n) =c2(-n)=-1, 
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又 可 知 


cy (n)ca (n) -之 exp ( 2nxi ( b 十 2) ) 


P,P q 
* 2nPzi 
= 2, exp ( | qq' | )， 


3 keh 
P= pq'+ p'q. 


当心 过 o(qa) 个 正 的 ， 与 9 互 素 ， 且 关于 模 ERARA 的 整 
数 ， 而 p 过 模 &' 的 类 似 集合 时 ， 则 了 过 一 个 8 (の ) の (9 の) = 
vw(qgq') 个 值 的 集合 ， 其 元 素 为 正 的 ， 与 99' 互 素 ， 朋 关于 模 


aq 互 不 同 余 , 夏 得 (3 .213) 。 
kia, BRA 


qe 1 


Dean) = Dea(nh), 
a'g h-0 


除去 gin， 它 等 于 gq 之 外 ， 均 取 值 0， 因 此 车 记 
n(q)=g(g|n), n(q) = (qxn), 
则 得 


Mies) 72), 
dg 

所 以 由 熟知 的 麦 比 乌 斯 反 转 公式 0)， 得 
Cy (n) = が の z( y ) . 


did 


1) 28,.9.577. 


e 50 € 


这 就 是 〈3.214)2)， 

3.22。 引 12， 假 定 r2 产 及 

(3.221) S-E ORo) ce( こめ ) 。 
则 当 nre 

(3.222) $.-0, 
否则 


(3.223) S,=2C, TI ( ( ぁ ー1)"+ キ (一 1)7( ゆ ー1) 
P 


(p-D'-(-1» 


此 处 p ETR z 前 奇 束 因子 及 
LI. C0 
(3.224) c= Ir Cont)? ). 
für 


2) 公式 (3.214) 是 拉 爱 努 扬 证 明 的 (9n certain 


) ， 


trigonometrical Sums and their applications in the 


theory of numbers’ Trans, Camb, Phil, Soc; vol, 22 
(19180 » pp.259—276 (p.260)). € S Bw n= 1 Bt 
#76 X (Handbuch (1909),p。572, 兰 岛 将 它 当 作 已 知 结 
果 ) ， 一 般 情况 则 是 好 中 《Jensen》 证 明 的 (“Et nyt Ud- 
tryk for den talteoretiske Funktion 2 u(n)=M(n)’, 
Den 3 Skaud. Mate, Kongres, Kristiania(1915) p.145), 


拉 曼 努 扬 绘 出 这 个 和 很 多 漂亮 的 应 用 、 所 以 可 以 用 其 名 字 订 


命名 这 个 和 。 
60 * 


a. (E) ecom- Ane 


Wu Coq) = 1 時 
uCqq') = uCq)uCq0,e(qq = g(9) の (9) ぅ 
ez,g (一 2) 三 cz( 一 2)cg (一 うぅ 
所 以 《在 相同 假定 下 ) 
(3.226) Aga = Ma A, 
BEC 


S= Ait Art Aster =1t Arn = [I Xos 
此 处 | 
(3.227) Ka=1+ A t+ A t+ A 3+-..=1+.A,s 
这 是 由 于 因子 uo, 所 以 4。5 4,2, O EAE T 0. 
3.23. #ialn, M 
uCo)-2 —1,09(0)2 v—-1,c0;(0)7uCo)7 -1, 
(3.231) Ay = CU re 
tn- AE oln, m 
cs (0) = nC) + ou(1) = o-1, 


(3.232) 4e= OP, 


D Bleg (a) | <2, hab Ó|n, Pr es 00 = OC) CE n 
国定 及 &->co)， 又 由 引 10 可 知 の (9⑦ の > イズ g(1ogg) 4， 因 此 
我 们 研究 的 级 数 与 乘积 是 绝对 收敛 的 。 
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因此 


(=) 
ST[ £71 
(3.233) LG Dea) 


(-15" 
IL (17 コナ ・ 


の チル 


水 ?为 偶 及 > 为 奇 ， 则 由 加 =2 对 应 的 因子 可 知 第 -- 个 
因子 为 零 ， 若 4 为 奇 及 r 为 偶 ， 则 类 似 地 第 二 个 因子 为 零 ， 
BC n 与 + 奇偶 相 异 时 有 S.=0， 

车 1 与 7 奇偶 相同 时 ，ow = 2 对 应 的 因子 恒 等 于 2， 及 
如 引 理 所 示 


s 2G) 


w= 
(W-D *C- 12 (Pp-1) 
II ( (p-1)-(-pD* ) 
最 后 公式 的 证 明 


3.3。 定 理 瑟 .假定 r 兰 3， 则 当 关 与 了 奇偶 相 异 时 有 
(3.31) 277) =0(n""'), 
[824 n 5r 奇偶 相同 时 有 


2C, "-1 
(3.32) vr eu 11 
T ( (ゆー127 キ (ー1) 7 て カー1) 
II ( Q-p'-Ccp 7? 


此 处 poy n WARATA 


(3.83) = 本 (ュー co: ). 


w= 3 


e 62 。 


这 可 以 由 定理 A 及 引 12 直接 推出 来 1 
3.4。 引 13。 若 *>3 及 ”与 "奇偶 相同 JU 25 nmn, 
Cr By TE 
v.(n)»Bn' !, 
在 证 明定 理 C 时 要 用 到 这 条 引 理 ， 若 7 为 偶数 ， 则 


IT (45 Peek). 
若 了 为 奇数 ， 则 
IT (aR Seth qp( ダー リー を ) 


(カー1)"+1 (p-D' 


o 


> (1----2., )-4. 


"E (o-pD? 
在 任何 情况 下 ， 由 《3.32) 可 得 引 理 之 结论 。 
3.5。 定 理 C。 兰 7r 宇 3 Antr 奇偶 相同 ， 则 
(3,51) N, Goes Pr CO. 


Cogn)? * 


首 先 可 見 
N.(n) = > 1 X 1-<Bn'-1 
wit. at t»,7^ myth ob +n,p=n 
及 
(3.511) v,(n)= > log oi log or 


w ite ot ta emt 


D 与 此 等 价 的 结果 载 于 我 们 文 (2) 的 公式 6.11) 一 
(5.22), BAR, EAARD—-+AF Cogn)” 
RET MSN MARAME. X (2) 中 的 (2) 
即 本 文 之 Ar (2) 。 
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(log m'N,(q)« Bn"! ogn)". 
ii 
(3.512. v my! y No N'ES NUS, 
此 处 与 N', 包含 求 和 中 适合 于 
ws on (OKO, s7 1,2, 757) 
的 所 有 项 ， 则 显然 
(3.513) v'-(n)>(1-5) "Clog n)" N', (n). 
又 可 知 
N'.Onzr 2 D1 ) 


1-3 


wel wt 2 十 +o Ly Tr 


<B BN- oo)<Bn yn? 


-nl-3 
wr nl 


«Bn' ^, 

»" (1) € log m N", 0) «Bn! "" dogn)”. 
但 当 nn, COR, v, C00 BnT 1( 引 13)， 所 以 对 于 每 

一 正 数 6 HA 
(3.514) Cogn) N" (0 =o0@-(n)), 
vy ,(n) =00,(n)), 

由 (3。511), (3.512, (3.5132 8 (3.514) A 

(1-0) Uoga (ON - NM) Spr - v^, 


<(1og n) N., 
《1 一 ó)'(log n) N.Ev. + 0 の ,) く (1og n) "Ny, 
(1- 6)" <lim lim 


Yr pr < 
(logm'N,* Cogn) N, zl» 
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3.6。 定 理 刀 ， 每 个 大 奇数 ”都 是 三 个 奇 素数 之 和 ， 表 
RENAN, (n) HME AA 
(p= (5-2) 
(3.61) Nemes qo ays Eo I] (Gaver ), 
此 处 p Hn 的 一 个 素 因 子 及 | IE 


(3.62) C$= I] (rosy ). 


这 几乎 是 定理 刀 与 C 的 直接 推论 ,这 些 定理 给 出 
Was(m) 的 对 应 公式 ， 若 非 所 有 素数 为 奇 的 ， 则 必 两 个 为 2 及 
n 一 4 为 素数 ， 这 种 表示 法 的 个 数 最 多 只 有 一 个 。 

EEE, 每 个 大 偶数 ”为 四 个 奇 素 数 之 和 て (自然 地 , 
其 中 的 一 个 可 以 预先 确定 )》， 表 示 法 的 总 数 有 渐 近 公式 


EY; 1. n^ c 
(3.63) (の やき Caisg n)^ 


(p—1)(p -3p*3) 
H ( Coa 2p Ec 


Teak pn 的 一 个 奇 素数 因 TR 


(3.64) C,- I (1- ci ye 


这 也 是 这 两 条 定理 的 推论 ， 我 们 仅 需 注意 者 ， 非 全 为 奇 
素数 的 四 个 素数 和 的 表示 法 的 总 和 为 O(n)， 对 于 更 大 的 7 
我 们 有 完全 类 似 的 结果 。 

4. 关于 NERD M 的 注 记 

43r La 二 我 们 的 方法 失败 了 ,对 于 主 项 * 它 没有 拓 

い $5 4 


败 ， 因 它 得 到 一 个 看 来 是 正确 阅 结 果 ， 但 即使 假定 4= 1, 
我 们 亦 不 能 克服 证 明 中 的 能 点 。 我 们 能 得 到 的 最 佳 误 差 上 界 


i 
估计 亦 嫌 大 ， 略 言 之 ， 大 了 一 个 因子 n+ 。 
由 我 们 的 方法 可 以 得 到 的 公式 包含 于 
猜想 A. 每 个 大 偶数 为 两 个 奇 素 数 之 和 。 表 示 法 的 个 数 
的 渐 近 公式 为 
(4.11) Na (n)e2C€,- 


此 处 也 为 地 的 一 个 奇 素 因 子玉 


上 ul 
(4.12) Ca= 上 (ュー(o-1)3 ) . 
我 们 说 儿 甸 关于 这 个 公式 的 历史 和 的话， 其 真实 性 由 经 验 
检 证 1) 。 
这 种 性 质 的 第 一 个 确 团 结果 是 属于 西 尔 怀 斯 特 (Syive- 


ster)? ) 的 ， 他 在 1871 RH 于 Proceedings of London 


D XT "WE AGEGEU EGO QW e. WO, 
Historg of the theory of Numbers, vol,1(Washington 
1919) > pP.421—425; 

2) JiU.Seesventen,’On the partition of an even 


number into two primes', Proc, London Math, Soc, ser, 
1,vol.4 (1871),pp.4—6 (Math, Papers,vol,2, pp. 709— 
711). See also 'On the Goldbach-Euler Theorem re- 


garding prime numbers',Nature,vol.55 (1896—7),PD. 
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Mathematical Society 上 的 一 篇 短文 中 建议 
Ua) Nimo TH (.272.), 


logn 20-1 

此 处 

3 る ンタ 。 ofna. 
由 于 

JH aT | =H (1- err) 

AL ロー Jot, JL GL) 
A 

(4.14) ILOQ- 5) © ew 


此 处 C 为 殉 拉 常数 ，(4.13) 等 价 于 


(4.15) Ns(m de’ C, oe n ($= L), 


这 与 4.11) 相 矛 盾 ， 这 两 个 公式 相差 一 个 因 ; 2e" 
1.123…， 我 们 将 在 4.2 中 证 明 CA, 11) 是 这 种 类 型 公式 中 
唯一 可 能 正确 者 ， 所 以 西 尔 怀 斯 特 公 式 是 错误 的 ， 但 西 尔 怀 


2)196 一 197,269(Math .papers，vol.4,734 一 737) 

关于 西 尔 怀 斯 特 文章 的 知识 与 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 威 尔 
xk (Wilson) X X. 見 Shah 5 Wilson (1) ， 及 哈代 
与 李 特 伍德 〈2) 、 

3) 2H, p.218. 
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斯 特 是 第 一 个 找到 与 Wi (za) 不 规则 性 有 关 的 因子 
(4.16) II (271), 


p-2 
者 ,但 没有 充分 证 据 来 表明 他 是 如 何 得 到 他 的 结果 的 ， 
1896 年 ， 史 泰克 尔 0 (Stackel》 建 议 了 一 个 完全 不 同 


Nimes gq TIE "E P). 


这 个 公式 巾 没有 引进 因子 (4.105 , ANKARAN 好 
AAE 1900 年 ， 兰 岛 证 明 无 论 如 何 这 个 公式 也 是 不 对 
BY. 

在 1915 4p, ZZ4U (Merlin UR — fa OS Y SE AREA 
理 鸣 末 究 成 的 论文 ， 直 尔 林 来 给 出 一 个 完全 的 浙 近 公式 ， 但 
ASDA Cli AR PRR PE) 因子 (4.16) 的 重要 性 。 


1) P.Sracker,' Uber Goldbach's empirisches 'The- 
oremiJede grade Zah) kann als Summe von zwei Pr- 
imzahlen dargestellt werden', Góttinger Nachrichten, 
1896,pp.292— 299. 

2) E.Luíxpav.'Uber die zahlentheoretische Eun- 
ktion g(m)und ihre Beziehung zum Goldbachschen 
Saiz’,Gottinger Nachrichten,1900, pp. 177—186. 

3) J.Mxznuix, Un travail sur les nombres prem- 
icrs!, Bulletin des sciences mathematiques, vol,39(1915) , 


pp.121—136. 
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HEZAKE, ARAD 研究 了 了 送 全 回 題 , 由布 朗 方 法 
很 自然 地 得 到 公式 

wo 271 

UID Wa の sz7e (41). 
此 处 

(4,171) H= TI (1-2). 


Savy 
很 容易 证 明 它 等 价 于 


coge TC, I. あー1 
(4.18) Nin) Sge C; (foe ny? II ( p-2 ), 


"Hh (4.11) 相差 一 个 因子 4e 1.263 4.2 的 论证 将 

志明 如 同 西 尔 怀 斯 特 公式 一 样 ， 这 个 公式 也 十 不 正确 的 。 
最 后 ， 在 1916 年 ， 斯 泰克 尔 引 在 发 由 于 Sitzungsb- 

erichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaft- 


1) V.Brun, Uber das Goldbachsche Gesatz und 
die Anzahl der primzahlpaare', Archiv for Mathem- 
a‘ik (Christiania),vol,34,part 2 (1915), no。8, pp.1— 
15, QA (4。18) RI LH HH MH RAs L Shahand 
Wilson(,), # Hardy and Littleroood(2) 的 34 ib, 赤見 
布衣 的 第 二 篇 文章 ，'Sur les nombres premiers de la 
forme ap+b, ibid; part 4(1917) no.14,pp.1—9; XX 
文 之 附录 。 

2) PSarscknry Die Darstellung der geraden Za- 


hien als Summen von zwei Primzahlen',8 Augus: 
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ea 了 的 -系列 论文 上 ， 又 回 到 这 个 主题 ， 直 到 最 近 我 们 溪 
本 论 及 ， 在 我 们 文章 的 最 后 注 记 中 将 给 出 关于 这 些 文章 的 进 
一 步 注 记 ，。 

4.2 PTET RIN ib, BU (4.15) 与 《4.18) 是 
ANAL igh). 

WHER, fpi 

n= 27 ppl. (a09,2,a',-- 20), 

時 有 


(4.21) Na od (o rs L (4E). 
BM n A HOST 

(4.22) Nitn)= ( -), 
则 


(4.23) A=2C,= 


と =3 
记 
(4.24) 9 の = An TT ( A] Cn R), QC) =0 (a 


2) 1916; ‘Die Luckenzahlen r・ter Stufe und 
die Darstellung der geraden Zahlen als Summen und 
Differenzen ungerader Primzahien'!l, Teil 27 Dezember 
1917, JJ, Teil 19 Januar 1918,11], Teil 19 Juli 1918. 

D £RD 426, 4A 表示 同一 常数 。 
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AD. WH (4.21) 与 定理 C 得 
(4.25) yz (8) = > log olog o'c»Q(n), 


choom. 
这 被 了 解 为 ， 当 天 为 奇数 时 这 公式 的 含义 为 
v2(n)= a(n), 


进一步 ， 命 
f(s)= >, 20. - _ Qn) 


Yp? 


H R(s)>2, RODDI, MAHR Nc d xr IC . 
所 以 
(4.26) の = オー BB wll 


P71 ) 
nzO0(»od 2) P カー 2 


= AS 2 "up 下 = a'u,,, 


al o 
(p-DG'- D- s 2745 
(p-2)p'-2- 1-27" 4.5 
(1+ 27! Q ) 
0-23 i- o`“ 
= 2 "A 
1-2 E(u), 


现在 假定 x つっ 1。 及 命 


aws [Gs mt = IC ciu) 


1- o 0:8 1-7 c 


--2 0.00. 
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-2 1- の 
Ginte) )- (a shy) / 
(+ ot) =I (Gee) ) 


网 此 
(4。27) JG) AEWA nu) e CD 


4 .4 
2C.(n~1) 2€,6-2)^ 
一 方面 ， 当 x 一 1 时 有 | 
rms ( Diog ox") Sg: 2572 » 


所 以 1 


1> 我 们 在 此 用 到 我 们 的 文章 “Tauherian theorems 


concerning power series and Dirichler's series whose 


coefficients are positive' , Proc, London Math, Soc, 


Scr.2, vol. 13, pp. 174—192, 3E — 4 RAEN, (3t dE 


RUSH. MAL 中 征 引 的 兰 岛 的 文章 可 知 (4。18) 等 价 


TX. 
wao 
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"ms n) 


(4.28) velt) tve(2) t tern) © iw 


用 初等 运算 可知 当 s2 时 有 
TON valn) 0l. ;. 1l. 
a= E oD loe, 
PAD CHEE 4.21029 (4.22)2 F) 


(4,29) fG)e—l., 
$—2 


比较 (4.27) (4.29). 即 得 定理 的 结果 。 

4。3 ”无 论 西 尔 怀 斯 特 公式 还 是 布朗 公式 皆 包 有 一 个 错 
误 的 因子 ， 在 每 一 情况 下 ， 这 个 因子 都 是 e- 的 简单 函数 ， 
故 并 不 很 严重 ， 

首先 我 们 注意 到 过 数论 中 的 任何 公式 ， 若 它们 是 由 概率 
的 考虑 推导 出 来 的 ， 常 常 可 能 有 这 样 的 错误 。 例 如 ， 考 虑 这 
禅 的 问题 “一 个 大 数 # 是 一 个 素数 的 “概率 ' 是 多 少 ? ”我 们 


Bn Weg" WME. 
ogn 


但 现在 已 知 ” 不 被 任何 小 于 固定 数 x 的 素数 整除 的 “ 概 
x^ WET 


HG- さ )・ 


WY FT 


D 对 于 一 般 的 定理 ,包括 用 到 这 里 的 一 些 特例 ， 见 KK。 
Knopp, ‘Divergenzcharactere gewisser Dirichlet'scher 
Reihen’, Acta Math;vol,34,1909,pp.165—204C€ 3E V , 
p.176). 
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由 于 很 自然 地 推出 所 欲求 的 “概率 ” 渐 近 二 


TW 3 een 
MULE- ELERTEK, CX T—-PAF 2e. 

di BAR EH AG SK SEO, (ELE A TIS 严 
格 的 趋 限 ， 这 如 上 述 论 证 方法 有 同样 的 性 质 ， 布 朗 首 先 发 现 
(天 才 地 运用 “ 埃 拉 朱 斯 柴 尼 氏 筛 法 ”) 将 n 表示 为 两 个 素 
因子 个 数 不 超过 固定 数 的 整数 之 和 的 表示 法 的 渐 近 公式 ， 这 
个 公式 是 对 的 ， 因 此 它 是 上 述 论证 中 的 第 一 步 ， 它 在 于 枚 举 _ 
各 种 可 能 ， 所 有 涉及 “概率 ”4) 处 均 可 去 掉 。 正 是 在 趋 限时 
导 至 了 错误 ， 在 各 种 情况 下 ， 错 误 的 性 质 是 同样 的 。 

4.4 X (Shah) 与 威尔逊 广泛 地 检验 了 猜想 4， 与 碌 
ge (Cantor) 、 奥 锐 (Aubry) , DANK (Haussner) & 
李 坡 尔 特 《Ripert》 收集 的 经 验 数 据 相 比较 。 我 们 复印 了 他 


1) RTR o< nR on, Np 得 “概率 ” 
减少 一 半 ， 这 个 事实 本 身 就 是 以 说 明 论 证 是 不 充分 的 。 

2) =&> p.218. 

D 西 尔 怀 斯 特 论证 中 是 否 用 到 “概率 ” ， 我 们 尚 不 能 


D WERE PS, CRATE ES OB 


们 结果 的 表格 ， 但 需 作 些 注 记 。 首先 重要 前 ， 其 数值 检 证 如 
公式 (4.11) 的 入 ,(n)， 而 不 是 如 (4,25) 的 rn). RA 
的 分 析 正 相反 , Tr^ AE vaCO, M NV;(n) 的 公式 则 是 第 二 
位 的 。 为 了 导出 入,(n) 的 浙 近 公式 ， 我 们 有 

vi(n)- > log olog o'cx(log n)*N 2(7). 


wka =a 
因子 (logn)? 只 是 阶 logn HY, E EREDA E van) 
换 为 
(Clog)? 2 Qlogn+--)Ni(n), 

对 于 我 们 采用 的 变换 ， 渐 近 公式 自然 是 无 差别 的 。 但 以 
一 定 范围 内 验证 为 目的 ， 则 是 有 区 别 的 ， 因 logr 的 项 并 d: 
可 以 忽略 不 计 的 , 它 对 于 结果 的 似 真 性 有 巨大 差异 。 基 于 这 些 
考虑 , 夏 与 威尔逊 不 搞 公 式 〈4。11) ,而 措 一 个 修改 过 的 公式 


n 
(log n)* - 2logn 


NiGDc9 p (1) 2 2C, 


这 种 错误 对 过 去 一 系列 误解 有 关 。 因此 《如 夏 与 威尔逊 
指出 ) > 在 附 表 给 出 的 值 2 的 范围 内 ， 西 尔 怀 斯 特 的 公式 确 
实 比 未 经 修改 的 公式 〈4.11) 得 到 的 结果 好 。 

还 有 次 重要 的 一 点 注 记 ， 在 我 们 的 分 析 中 ， 最 自然 的 函 
数 不 是 

1) 比较 Shah and Wilson(1), p.238. 用 其他 方 法 
也 可 以 得 到 相同 的 结论 。 

2) Shah and Wilson(1), p.242. 


"cn 
. 75 . 


fx)= Slog OX? 5 
而 是 
i 
gx) = S AQ) x" = D logor”, 


w, l 


对 应 的 数值 函数 不 是 v,(n) 与 入 ,(n)， 而 是 
gan)= © AMAMI Q= D1 


mEn wes wlpai=n 

《因此 OMAH n 表 为 两 个 素数 或 素数 赛 的 表示 法 个 数 ) 
Na(2) 与 Qx:( 人 是 渐 近 等 价 的 ,它们 的 差异 为 低 阶 的 , 低 于 任何 
情况 下 我 们 所 忽略 者 ， 当 n《 不 可 避免 地 ) 的 值 不 太 大 时 ， 
将 它 作为 以 后 作 比 较 的 基础 。 

在 附 表 中 ， 表 示 为 两 个 素数 之 和 及 素数 塞 之 和 的 表示 法 
是 分 开 算 的 ;但 以 其 总 和 与 p01) 比较, 常数 2C; 为 1.3203。 
可 以 看 出 计算 值 与 真 值 之 间 的 对 应 是 良好 的 ，。 


n Q2(n) pln) | Q2(n).p6n) 
30 一 2.3.5 6 十 4 一 10 22 0.45 
32 一 25 4 十 7 一 TI 8 1.38 
34 三 2.17 7 十 6 一 13 9 1.44 
36= 27,37 8+8=16 17 | 0.94 
210 一 2.3.5.7 42 十 0 一 42 49 0.85 
21122.107 1700-17 16 1.07 
216 23,31 28 十 0 一 28 33 0.88 
2562 23 16 十 3 一 19 17 1.19 


n 
3,0157 211 59 十 17 三 67 63 1.06 
P05. = 2.32.58 174+ 26= 200 179 1.11 
2,301: 55,32 1318-142 136 1.04 
2,900— 2.1153 67 4-30—87 69 1.28 
2,5167 2.3.5.5.11 229 十 6-244 244 1.00 
3,982 = 24,33 136#+2-=219 107 1.06 
1,892 = 2.1919 99 + 625195 99 1.06 
2,89" 2,.8.5.7.19 328 + 上 2 一 ?29 342 1.02 
,CI = 104-+5= 123 107 | 1.06 
4,93€: 22, 1249 | 12344162110 | 119 | 1.18 
40005 2.3.72.17 223-25 = 328 325 1.01 
5,0952: 23,81 150 +26= 176 157 1.12 
£,1902:2.37?,5,7.13 578 4-:6-:624 $97 | 1.01 
£,1925 2:5 | 1804-3: 5 182 171 | 1.06 
$5,194 2,17.241 | 192-4 :0—202 2319 | 0.92 
16,0057 2 *,.3*,139 388-F30-— 418 336 | 1.06 
10,010:22,8.7.11.12 3844260 420. | 384 1.09 
1 

10,014=2.3.1669 | 408-9 = 416 | 396 1.05 
30,030=2.3.5,7,11.13 1,800 +54= 1854 1795 1.03 
26,960—25,8.5. 7.11 1,956-4-28 = 1994 1937 1.03 
39,770— 2.3.5.7.11.17 2,152 4-33: 2188 2213 | 0.99 
Ai,58522?,83,5.T7.11 [2,140412 2184 2125 1.03 
50,0262 2.25013 124821710 692 1.03 
£0.1412 25,1507 | 6 T-F99 «106 694 1.02 

166 22.3.19,359 3,7344-16 2 3180 3762 1.00 

179222.8.7.11.13.17 93,754 --8 23792 3841 0.99 

17222?,8?,?29.163 3,732 +48 = 3789 3866 | 0.98 

FU AEC, CM aS TOE, ES 


N 


但 许多 堆 急 问题 的 


1H. 
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2. 表 奇数 为 三 个 素数 之 和 
eK BRR 


我 的 方法 在 素数 论 中 的 应 用 的 一 些 简 单 例子 已 于 1934 
《1) 中 给 出 。 
本 文 ， 我 们 给 出 这 个 方法 在 和 
Ser 


的 估计 方面 的 应 用 。 运用 这 一 估计 及 一 条 算术 级 数 中 素数 分 
布 的 新 定理 〈 数 列 中 的 项 之 差 与 项 数 问 时 缓慢 增加 》 ， 我 得 
到 将 一 个 奇数 No 表示 为 
N= pit prt ps 
的 表示 法 的 渐 近 公式 ， 由 些 直接 推出 每 个 大 奇数 都 是 三 个 素 
数 之 和 ， 这 是 关于 奇数 的 哥 德 巴赫 问题 的 完全 解决 。 
本 文 给 出 的 估计 可 以 换 成 更 准确 的 估计 . 
wS, N> 为 一 个 大 奇数 n=logN。 
Ayhi ghey NERA RM > 3s 
c= Nn3', trys Nn "sy 
0 为 实数 及 101<1 
A&B; A=0(B) 
表示 1.41/B 不 超过 某 一 常数 ; 
不 超过 NYA Ree EGE AH, (d) 表示 満足 
dN HH 的 因子 的 集合 ;(d, EROT, 其 中 g 具 
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有 偶 散 條 素因 子 , di) ) 为 具有 奇数 个 素 因 子 的 dg 构成 的 子 
集 ， 集 合 (d) 亦 可 分 成 两 个 集合 (d') 与 (d") 。 前 者 包含 这 样 
qE d, HATH 
«n^, 
后 者 包含 其 你 的 qd 。 
集合 (do ) 与 (di ) 亦 对 应 地 分 成 集合 (⑦。), (d"a) 与 
Cd's Cd" 1). 


引 1。 命 (x) 与 (y) 表 示 两 个 递增 的 正 整 数 集合 ; 


1<U<U< Ni 过 Ni 
m 为 正 整 数 ; 
a (a,4)=1; OSST; M= miói 


a= 4103 d= (m,q)3 T= 2 Derrien, 
z y 


此 处 x 过 (x) 中 适合 
U,«x«U,; 

的 数 ， 而 给 予 x 后 ，y 过 (y) 中 适合 
LEN fe 

的 数 。 Wu 


TUN JE U, 4 ain 1 am. 
(Nn toy + N^ Wc 


_ a 0 = S Toc 
a= qq! (a,9)715 n ET 
则 得 
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所 以 


S= € etti] Nn t, 


PZN 


N 
Ud 
S= M utdS' + OV NY Su= Derien, 
(1) m= 
(1) 
S= $B ud)S, + ON さめ) 
dfi 
-T,-T; ONAT 313) 
To= D> Sas Ti= 之 Sas (2) 


Co Op 


此 处 过 之 i W. RIRE T., MT. 的 估计 是 类 


似 的 。 
交换 求 和 次 序 得 


T,- È Tn) T(m)= 2ettiomt, (3) 
m d 


JL m 过 下 列 诸 数 


m= 1,. ,Cn*), 


xp ARA m. d 过 以 下 诸 数 


vi d«N/m, 


进而 言 之 ， 我 们 有 


TG) -TCD+O( Tn), (4) 


WES Th Cn) BA T Onus TRE (do ABLE. Tm) 
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的 对 应 于 do! 的 部 分 T'OnYTulid Cd PAE d N/m B 項 
数 ， 这 个 数 的 阶 大 大 地 小 于 


人 
m 
EdE, DE kJ d WAI n’ RATAA, N 
k<n, 
所 以 
T'(m)* Tm), (5) 


kan 
此 处 了 xm) 包 含 T"(Cm) 的 那些 项 ， 其 中 避 正 好 含有 个 素 
因子 二 n?”。 进 而 言 之 ， 
-1 N -sh 

Fim = 45 Te Gn) +0( n 3 ) ， (6) 
此 处 

Tu G5 Dy Derren”, 
RutAF( DAS’ 前 素数, 而 固定 4， 过 属于 (ai ) 且 
满足 

工 N 

OS 
的 整数 ， 直 接应 用 引 1， 我 们 得 


8 
n? 


T GUNT m. 


ー 3』 
2 


所 以 由 (6)。(5),(4)。(3),(2) 即 得 定理 1。 
定理 2。 命 表示 
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N= pitprt ps 
的 表示 法 个 数 ， 则 
Is- RS -O(QN?n^*), 


此 处 c 为 任意 大 常数 之 3 及 


R= +; lim4=0) 9」 この (9)。 
2n Nero 
WE: a) 我 们 有 
r= | St e ti @N a, S, = Dene, 
我 们 划分 积分 区 间 为 两 类 ， 


1.477 +z; (a,Q)-1; 0a, -ixm«l. 


"d 


2.38 RAT WG DC [s 对 于 这 些 区 间 有 


d : 1 
二 一 十 一 3^ x <a 
2 ニーー する (a,9) 21; n?'«q«r zoe 


对 应 于 这 种 分 割 ， 我 们 有 
Jy=Ivitlyz. (7) 
b) 由 定理 1 我 们 得 ， 
| (Sal da KNn e| 


0 


> Derne 一 "dat Nn* AN as i- ^. 


PANPa- N 


(8) 
c) Ixi 的 估计 是 没有 困难 的 。 它 与 华 林 问 题 的 做 法 是 
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一 样 的 ， 但 这 里 我 们 用 到 算术 级 数 中 素数 分 布 的 一 条 新 定 
Sa = D(a) + OC Ne 1) 


" 


* 


2rizzr 
e 
dx 


V(z)= | ーーー ーー 
: log x 


因此 Da 对 应 上 分 数 刁 的 部 分 可 以 家 为 


V ROKGN n7/253 


Le 


て ita) Bet “Ndz, 


Hab R IERI 


局 
H 
-一 一 一 


R= +d); lima = 
= ys t); lima 0, 
因此 我 们 容易 算出 


Tri=Ro+OCN2n 7s)。 
Mi (7),(8) 即 得 定理 . 
$ 考 x R 


1. I.M. Vinogradov, Dokl, Akad, Nauk, ¥,1,1V,4(1934) 。 
2, A.Walfitg,Math,Z5,40(1930), 


3. 哥 德 巴 幸 - 维 诺 格 拉 条 夫 定 理 的 新 证 明 
林 RR 
$ 1. 


在 我 的 论文 《On the possibility of a method for 
Some “additive’and “distributive” problems in the the- 
ory of prime numbers)(12'B, REZE H TTA E $ 
问题 的 一 个 证 明 ， 它 基于 工 - 级 数 与 力道 积分 的 纯 歼 曼 - 阿 达 
玛 方 法 与 上 一 级 数 零点 密度 的 某 些 定理 . 

本 文 ， 我 给 出 用 黎 曼 -阿达 玛 方 法 证 明 三 素数 定理 的 详 
细 过 程 ， 从 而 哈代 - 李 特 伍德 的 条 件 解决 被 完全 解决 了 。 


§ 2. 
我 们 的 要 本 工具 为 下 述 引 理 ， 其 详细 证 明 含 于 我 的 文章 
«Qn the density of the zeros of 工 -series》C33 中 ， 
基本 引 理 , 命 & 为 一 个 自然 数 ，X 为 一 个 原 特征 (modg) 
RL lw,X) 为 它 对 应 的 工 - 级 数 。 命 
o-o^itTZ2959,824 Rv-f-il0. 
RW Lio, x TEx Pox, HIST 中 的 零点 个 数 满 足 佑 计 


vp 


QCO8,T)«e,q?"T!7i7? In! T t eiq??, (1) 


此 处 ci 5 ei 为 绝对 常数 
§ 3. 
命 
S(N,@) = SAn) hu 
a=] 

Wah N 为 一 个 奇数 ， 我 们 希望 把 它 分 解 成 三 个 素数 之 M, 
则 

2 (SCN ett qo + ON"), 


此 处 
Q(N)y= SS laplablapn， 
+ my 


了 十 


fir 


rzinN, rar! ® 009, H,=7!°, 


对 于 每 个 0E50.1]， 我 们 有 连 分 数 逼近 


o=% +a, lel q<r. (2) 


WEll SHN =r ON: ARE ORAM PR 


353 RI C2). 
OEM SCN, O 的 渐 近 性 质 可 以 出 经 典 的 黎 曼 - 
阿 达 玛 方法 结合 西 革 尔 543 与 摇 奇 [5 定理 来 建立 ， 因 此 积分 


| SCN,0)sezziyed0 
M 


构成 了 我 们 问题 的 主 项 。 
我 们 用 m 表示 名 相对 于 C0.12 的 余 区 间 . 


对 于 0Em， 我 们 有 
H 


0= 0 +a, P ze gr. (3) 


我 们 现在 来 证 明 当 9Cm 时 ，SCN,9) 的 估计 可 以 由 黎 
曼 - 阿 达 玛 方法 来 建立 。 


§ 4, 


我 们 用 > 表示 一 个 原 特征 (modo? ， 此 处 a 满足 (3); 
E(x)*71, Hi Abr] ERE, BME) =o 及 の 表示 
工 (oO,ZX) 的 一 个 非 寻常 零点 。 

假定 x 满足 尽 s* 盖 0， 则 上 四 李 持 伍德 [6 的 推导 可 知 ， 若 
LG, 070, Wl 


oo 


SCN a.) = Exo AGDe"* 


n=1 
『 
= Ex- xe Pp) - T (o, y) 


ml pins 


1 [2 -øf _ L' 
* oni NE ( テバ の る ) 
I'(o)do, 
面 当 (0, ヶ ) = 0 时 的 证 明 并 无 实质 改变 ， 
命 X= 入 "1+2xia， 此 处 a 满足 C . Wij. 
为 了 估计 余 项 
elpis 
— 1 2 T% 一 L' ッ i) D 
R= f x ( F(a, x) ) rodo, 


一 一 上 
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我 们 注意 当 o = - 时 


E (osx nad lt] +2), 


一 一 OLD 和 一 ET 
x =e 9 
四 im . -iware 、 
le 71^ EP le i@mares# <Kellarer, 


LE 


ol le 


a «m 1 
I n= > ~arcx = arctg- Ns lh 


REL eem ims1 , 
P t カ 


对 于 Oem, 


t Nol ) 7 っ 3 
arctg NG qaNa’ A(CInNa)3, 


因 A Coxa 及 x7 (a7, 所 以 


SCN,a,xX(a ^! * (InNa)? + 


Euro» . 
"1 i 
(4) 


$ 5. 


Aire = Jain .为 了 估计 Sep), ,我 们 将 临界 带 


i 
EAM ou ool +», = 2, Won Boc 
" prt +v ZH, mado RN. >Na, JHM) 
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Liaw, DOTEE KoL, | | LN VH ax CB T i 
Q(B NoYXN ,1nCq.N 4) 
TL Pa = Br titrs All x|~22a 及 


1 05: 
ITC8+77)1 く es7/ 2272 , gH), 


- 3S, (5) 


> x TG, Ca^ ^o > Ca 


peo eo P EET Bo 


1 
|t| (a7 ^o De -| 网 1 "0-# 


- "EL 
の co 
KS 8g 


i 
da ®°"Naln(Na)(Na) o(a^ "oA ? oN, 
BE AGES x, N,a,v 无关 。 


Bla--—, 所以 
—— oft, Nae GAN) =r, 
从 而 
a ONE OMT Vue. (0) 


§ 6 
WED + Po<B<0.6) Brol. 则 由 基本 引 理 


(不 等 式 (1)) 得 


QG, N «o9? N 1717 Int No cz930 。 
. 88 e 


注意 N,>> Na> 万 ,= ro>glo9.。 因此 


ltal 


> xs) (a7 3» > "ESL LN 


PETG PETR 


UNa)! q3” Na) a -Ini ON 
“Na) g 2r "10 = 


275,10 
Nice lg NT 了 — 
(gr)3 ror 
N 
Gar. (7) 


S 7 
假定 0.1 =r<1/3, WS - 1 So 所 以 


| Zi roo ke Nay 


PET A 


(Na)’ q?"In!9 N(N'!7 v? on Imig 2 ‘(NiO 9*01g». 
因 aer, Br pl 


È ocho | € . (8) 
PRET es 
假定 tco, 4. m3 - poy <o 而 最 大 合计 是 出 在 


WH eS H/N 中 取 极 小 而 求 得 的 ， 即 (8) 的 右 端 


TEC (2 DE p 
Hi; "ner 
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KNOG OK aos 《9) 
最 后 ， 对 于 0.4< "<1/2， 则 上 述 和 满足 
v v2 
a-2-*( Na)! irp og Na) «NO i= 
N 、 apo 入 at gt yO 
1042r SU l5. .4 
rg (h) H57 >? % 
N 


eni 


(10) 
$8 
対 F0= こ +a (0Em)， 由 (4) 一 (10) 可 知 


D xin) aye Reri "i Krial! + CInNa)? 


n=) 
N N N 
+ qi 4 tr Noos t gi rNO.OS 
N -1 N 
tea) aps 
因此 有 一 个 小 正 数 cs 之 0 fl 
S . N 
Dx 4G) e se 111€ 3 M" ap 
n 1 


从 而 当 9 = — ta (En) 时 有 


oo 


SON, 0)= Dine Ke-zrine 


n=l 


n 


> (1(n) eke? Gt > poesia’ 


p=] ( 
t 


> De že 1210 1L Og?) 


nel (ndog) 


l PA DE 


gq) 


I 


E 


一 Syn A nee :aa 十 O(as)。 


r= 
A 
Dente eget, 
H 
故 由 (117 可 知 
i 
SCN, 6K 920(9) 。 GN 
qt ) の +€g 7091 
N N 
(onc Seay ove ・ (12) 


这 对 于 解决 哥 德 巴赫 问题 已 经 充足 了 ，。 


$ 考 x € 


(13 Ju.VlLinnik, Dok! Akad, Nauk SSSR,48,1945,3—7 

c2) E,.Landau, Vorlesungen Uber Zahlentheorie, Bd,ll, 
1927, 

(33 lu.V.Linnik, Nzv. Akad. Nauk SSSR,Ser, Mat; 10, 
1946,35—46. 

(4) C,L,Siegel, Acta Arith;1,1935,83— 86. 

“5] A.Page,Proc,London Math.50c,39,1935, 116—141. 

6) JJE.Littlewood。 Proc。London。 Math, Soc,27, 1928, 
358—371 
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4.。 三 素数 定理 的 一 个 新 证 明 


(—) dk Gardy-Littlewood 圆 法 基础 上 ，1937 EU. 
AI.Binrorpanogt ロ 背 先 利用 他 記 提 出前 佑 填 素数 変数 的 三 
角 高 的 方法 证 明了 任 一 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 |， 
通常 称 为 Goldbach-Braorpazroa 定理 ,简称 三 素数 定理 。 
WE, IO. B. Jannul 及 HP.JyamagkoBC3 利 用 区 -函数 
守 点 密度 估计 给 出 了 另外 二 个 证 明 。 报 近 ， 互 .L.Montgo- 
meryl4] & MN, Huxley CMA JH L- i6 RTE KA 88 EJ Th AA 1H 

二 个 较为 简化 的 证 明 ， 但 他 们 利用 了 复杂 的 工 -函数 的 渐 近 
函数 方程 和 工 -函数 四 次 宕 的 均值 公式 90. 本 文 的 县 的 是 不 用 
Brrorpanos 方 法 及 工 -函数 的 零点 密 诬 合计， 而 只 用 — xs 
熟知 的 基本 结果 ， 对 三 素数 定理 给 出 一 个 新 的 简单 的 分 村 证 
明 。 


Cy 4) 


(=) 本 文中 用 N AER FEA K WY TE BL, Py Pe, 
ps 为 素数 以 及 el(x)=e?"'”. 设 


Si, N)= Belpa), (D 
BE N 表 为 三 个 素数 之 和 的 形式 的 个 数 为 
rs X Ss, Ne Nad, 
“1 2 十 7 3 一 0 
(2) 


三 索 数 定理 就 是 要 证 明 , 当 立 为 充分 大 的 奇数 时 必 有 rr)>0。 
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证 明 的 关键 是 要 得 到 下 面 的 结果 : 设 “为 某 一 正 整数 , 若 


logzN «q«iNlog N, (q,h)=1, (3) 
y 
h Tiag- 3 
S( N )«Nlog N, (4) 
本 文 主要 是 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 设 
Ti(x,N)- アイ (z)1og N elns), (5) 


し 
若 (a め =1, 1Sg = パ 。 出 
^h E 3 1 13 
T, (2 N ) «Na *log!oN + N*g*log? N. 
(6) 
由 我 们 的 定理 号 可 推出 42， 因而 就 证 明了 三 素数 定理 。 为 
址 震 要 下 面 熟知 的 引 理 〈 见 [4] 定 理 6.2) 。 
引 1。 设 x(n) 是 模 g 的 特征 ， 则 


note 2 notr 
DIE ax) <a@+K) D tal? 
X Ine otl he gt 


其 中 € dot ER o 的 特征 求 和 。 
SEPRE: Ch) = 1 时 


(の) È e(*) > A(nylog™ 


n 


Ci, D 1 n= n ) 
D 最近 , Ramachandra K, 3L L - £6 2 OK OE 83 23 
值 公 式 给 出 了 一 个 简化 证 明 。 
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+ Acnyiog Ne ( 4 ) 5 


ns N n 
(7,7) 1 


Dr x XO CN, 2) + Otlog* Viogg) 。 
(8) 
其 中 Gy Euler EG X 


Co アァ (の ( ^ ) , (9) 
rel 9 


ND = DAM; mlog. (10) 


nN 
由 于 r(Xo) = ua) Cro E IE, Ir( ヶ )1< ソ 9 (X= Xo} 
及 $(9))qlog aq, i 


T, (5. N )« PE RN, xo 


4,1988 S jy, (N, y | elog?Nlogg. (11) 


d Xx0 
ct E WEB] a> iy 
WO DT gu | e EG DOT 
ete dock ~ 4 s x) Ni ds. (12) 
E ALN 为 一 待定 常数 ， 及 
M(s, = pem., 3) 


其 中 ヵ ) 妨 Mobius Ae, 把 - D G, 341] ? 


- spe LG, A= LG, M Guo) 


e 94 * 


-L'ós, MCs, x»). (14) 
现 取 wx<=1+log IN, B=Célog*NI, WHA 


ー L Gy = fa, 2) + fals, + OQN7) 


(15) 
jh ^ hGo0-3 AK, falss D 
= D doo, (16) 


n 
A«n«274 


山手 在 Res=1+log N b,L(s,xz)KlogN,M(s,x)« logN 
故 从 (14)，(15) 得 ， 在 Res=1+log (NEG 
- (GD =f: - LM) + fa - LM) - LM 
+O), (17) 
而 C12) 、(17) 得 
N ^ 2.4 一 / 
iOS no ul | コール) 
NS 
Efi LM) - L’'M)=,-ds+ O(N"). 
(13) 
当 oySeyo 时 ， 其 中 第 一 ,第 三 项 积分 可 移 至 直线 Res = M 


y 征 こま 一 一 了 7 
wi pN, se [quia LM)-L'MJ 


N* ds 


st 


Nast,l, {| fe t-LM) 
S € 2 


Ont . 
HONOR | CI は LM | +| L M| 


1 


2 


N 
T ーー LM} 一 ds 
epist f. lf {1-L Hn | ds] 
-QCON^ 1), (19) 
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利用 Holder 不等式 由 (19) 即 得 
> IV CN, x) CN Sa SANE PIS 
Y**g 


テテ テロ 


1 


N® sup, GE Hf, By 
・sp( D mi) f(z zi) 


Re smy XY 


[ds] し 
esp (XE unn): 


[s]? Rose 


° Jo (E ii) +N Sup 


(> (i) + sup (> -LM )* 
mera esea X**o 

tqN 1。 
由 简单 而 熟知 的 结果 证明 附 于 (四 》》 


> In(4 itx) ? 


x 70 


(nien) on 


E L(Lsitx)| &alsliogtals], 


(20) 


Kqisllog?q|s], 


可 推 得 


| (X [L?| ) 3 sldsl, CV q loga, (23) 
(^ ^ {sl 


m ze IL]? PE Glog". (20 


BOY, 2y f düib( og n E mms 1 ofi Ad m s Tm. 
Pi aR PHA T E 
GN, AZN., 
GO 由 (16) 和 引 1 得 


pale (is t, a)| <ta logsN。 (28) 
Cb) diG3s SL 11$ 

と ar (Lei. x) ^&(GesDlogN. (26) 
Cc) 出 G6) 得 


oD o R, qas] d ologtn, 


nga? 


其 中 qd (2) 为 除数 函数 。 故 从 引 工 得 
> " (2 +itsx)| ‘g(a+ A’)logsN. (27) 


这 里 用 到 了 > LOC ote fe A) fc p as EA MLE, 
Cd) di 13) 4 


s 


MG, = PX, od, 


2 
n: d^ 


HT R E CP (loess 得 


) 4 
Eu(lena) «q+ A*)log*N. (28) 


(e) C100 8825 Ress 11g 1N 时 


íi 
DI, = > 之 > “ 


—o2}Aen-2 +1, n 


He} ' 
` A 
sg タタ x doxes 
je0 : 2 gen 2 *l| | 
be] 2 
Klog? NÈ q+ 2i A) 5 do) 
J =0 


n 
acn 2 十 14 


«(4 -+ log? N ) logeN。 (29) 


Cf) 由 于 当 Res=1+ log! N 时 
1-IM= © XM owo, 


A-n. 274 


len | xd (1) 


和 (e) 一 样 并 利用 Did? (n)(xlog?x ay ib Res=1+ log! N 


nua 


.于 
Dl1- LM |*« ( -$ +log? N )logsN (30) 


由 (20) 及 (23) 一 (30) 就 得 
È nN, DIU! (ae A og N.N 


X*X, 


( 4 *log?N )log?N, (31) 


MM Ng og tN, 则 由 (11)，(31) AYN, yo) «N 
ゞ (6) 、 定 理 证 毕 。 
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由 我 们 的 定理 推 得 
引 2。 设 c 是 一 大 于 42 的 整数 ， 则 当 


log N «q«Nlog^*N, (g, h)=1, (32) 
有 
T; ( 2 ， N )&Nlog^*N, (33) 
(=) ATE = Ae, NERC.) 需要 下面 的 引 
理 1 


引 31? 。 设 c 是 一 大 于 46 的 EM, 
To(x,N) = Dt(nye(nx) (34) 
no N 
m4 log N<g<Niog ^N, (q,h)=1 HE 
h , - - 
To (s N ) «Niog 2N (35) 
证 ， 设 4=log-2N， 则 有 
l ho 。 , h 
T, ( NEAN ) -T(S N) 
=log(1+4) To ( " Nn) 
q 


+ アイ (n)log ` pt AN e(nx), (36) 


Nens Np N 


故 由 引 2 和 (36) 得 
log(1+ A)T ( A, N )4Nlog ^N - AN 


D RURAT REM SRA, XE, 用 下面 的 方 
法 亦 可 得 到 关于 了 。(x, 六 ) 的 一 个 一 般 估 计 式 。 
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‘log(1+7). (37) 
由 于 当 0<x< 了 时 log (1 «02 1 xii 
Ts ( t, N ) (A71 Miog "V+ AN(Nlog^* N, 
(38) 
i. 


利用 分 部 求 和 不 难 从 引 3 推 得 ， 当 
log N<aq<Nlog ^N, (q, h)=1, c>42 


時 有 
X Km (Ml )antog Ny, (40) 
2 ne t M qd 1 
而 这 就 等 价 于 (4) 。 因 而 也 就 证 明了 三 素数 定理 。 
( 四 ) (21), (22 的 证 明 。 先 证 明 (21). Wt xo. 
H2tglsl2, RF(x)= 2, xin), d Polya 定理 知 


Hansy 


F(x q loga. 


BAe pe uen 
FO) dalsi aloga | s 
Kfs] ・1og9。 (41) 
由 此 及 引 1 得 


* 100° 


^w ir (14; |? Cw cn) |? 
zo ( 5 +it,x)| P 之 rer 
+ |sllog?q (q+ H)logH + glsllog*q 
Kg|s|log*als|. (42) 


这 就 证 明了 (C21)。(22) 可 完全 同样 地 加 以 证 明 ， 


£1] 


C2) 


C3) 


C4) 


(5) 
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5 .素数 论 中 的 一 个 初等 方法 


ik B 
1.31 论 
命 
T(Y, Q)= ba) Z/ max eX 21, a» 
此 处 
VOX) ZAM XH) (2) 


BERTA ERM, TE — 
格拉 采 夫 关于 算术 级 数 素数 定理 的 要 素 .又 命 


- 0 W* 
H, CY ,Q) 2 "ey z max| M «CX ,5)], 
(3) 
此 处 
MX, D= © umo. (4) 
(rrje 
ASCH AKERE FP T AUER, AERAR E 
含 于 [5]，[6] 之 中 。 
定理 1。 dp Q—11,Y2,L-1logYQ. Wi 
T(Y,QX (Y + Y*Qe Y*QU)L*, (5) 
定理 2。 4p Q1, Yee, r>1, L-logYQ, Wy 
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HY ,QX + q(OYsQe YQ D.C) 
由 定理 1 AY XR m 
定理 3 EEE- EO. (Q1. テッ 
L-logYQ. WW 
> sup OX, ga) - 


_ 
1-0ta, El rT $a) 
GY (log Y)7^ & Y QL*, (7) 
类 似 地 ， 由 定理 2 可 推出 
定理 4。 MQF Y>2, L-logYQ. W 


sup > u(n) 


gs ook "cX 
xy næ: (xoda) 


YOogP)- ェ アテ QL‘, 


(8) 


2.5738 1 与 5 的 证 明 


引 1。 假定 onlm=1,…,M) 与 6,(n=1,…，N) 为 复 
数 ， 则 


ly 
m$ E Panbrx mn) 


ga $(q) x wt wj 


«(f+ QV «9» Ela Bleni ):. 


这 大 大 第 法 不 等 式 与 柯 西 不 等 式 的 直接 推论 《例如 ， 见 
莫 勒 革 尔 C1]， 或 [22,(1.4)) 。 
引 2。 在 引 1 的 前 提 下 有 
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_ «3 Eostn) > 


< の 2g x XY yey ey: 
MEL Ed 


DOM Lor og 
«( nd 
lgYMN,. 7 2 (9 
WE: du | ` 
_ " sing 

C= [e da | | 
及 ?>>0， 当 o<p<y? 时， 定义 6(8) 21, m" BvymM, X 
X 0(8) 50, Wi C0, HÀ UL A>, Bz0, By 时 有 

uu 

6(B) = | et aa e da+ OCA" |p= BI PP 


命 =log (CXI+ ) B-logmn, W 


之 之 om d (inn) = = i E Zom "bn xm) 


"nex. 


—— È 2b; ) . 


在 引 1 中 取 4=YMN， 则 得 所 器 之 结论 
EQ'SY, Me 2 HM =1, ael, by = AMH 
得 定理 2。 因 此 可 以 假定 Q'«Y., 
E: 
u=min(Q?, Y7, YQUO). | .- .. 0 « 
mA Q SY 时 一 样 应 用 引 2， 山 得 Bis . x 
e {64 ァ 


Zur 之 sup I9 CX, XK (u* Q+ uQ?) L. 


q«Q 
(11) 
考虑 恒等式 
È 40/0058,-8,-$,, (12) 
Ucn 
此 处 
S,- DD ui ogn) fomn), (13) 


MUn X n 


Sa = > > Caf Cnn) > Cn = > uta) ACb), 
? H 2 


- Qv. u 
be LI 
Am ab f 


(14) 
ぐ 。 = > Din An) f (mn), Tm = S ud), 
Un x “tau 
(15) 


£n] EL gi EE BET TE ak ER I ZR BR HR ER fey FAM TT 3 
( - 5 - FG ) = CDE 
-FGXGG)SGO = C(G(s) - D 
(-& G)-FG), (16) 


此 处 
F(s)= TAG, G(s) = San 。 (17) 


在 12) 中 记 fm) = x(n)， 则 可 见 只 要 证 明 当 j=1,2,3 时 ， 
和 
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q Nx 
TN > 


S 
x a2 


up DA 


Y 


Dó0) 即 可 ， 其 中 了 EAT... ERE Dat x(n) 中 


nak 


n<u 之 诸 项 可 由 (11) fit. 
H Gs) 可知 


TL DTM), 


McM 
Jt 4 M = {2 tis k = 0。1… 2" W «Y])R 


- g 5x 
Ti(OMD = 之 - Stay 之 sup ISAD), 


其 中 
S3(M) = 之 È radin) xim). 
e: 2M uczn;X/m 
由 引 2 得 
Ts (MK ( (M * QOO M^ « QD) È dim? 
m 2t 
1 i 
È 40) ZogY4QY + Y^M^Q« YM Q 
n-YoM . 
UT + YS QA) (logV)?, 
由 此 易 得 所 需 的 结论 ， 


记 logn = | ae/e， 并 交换 求 和 与 积分 运算 次 序 ， 则 由 
(13) 得 


sf > nx D xq) 22. 


lncmin (u, X a) . ü«nsX/n 
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运用 坡 利 亚 (Pólya) 维 诺 格拉 条 夫 不 等 式 《 许 尔 (Schur) 
的 证 明 是 初等 的 ) 可 知 当 gq 汪 1 时 有 


T, 《Y+aO5 )(1ogY)* , 
5 (qo 相 结合 仍 可 得 相宜 的 估计 ， 
综合 上 述 方法 可 得 7; 的 估计 。 将 和 Ss 分 割 成 两 部 分 
S5 S$' 4 S", 
此 处 S 含有 meta 诸 项 而 S^. WEA uc malu! 诸 项 ， 如 
S, 一 样 ， 可 以 处 理 S^; 面 S^. 可 以 如 S. 来 处 理 ， 这 样 即 
可 得 7 了， 的 一 个 适当 上 界 并 完成 定理 1 的 证 明 、 
如 同 定理 1 推出 文 [4] 的 系 1。1。1 一 样 ， 可 以 由 定理 1 推 
出 定理 3。 


3. 定理 2 与 4 的 证 明 
定理 2 的 证 明 类 似 于 定理 1 的 证 明 ， 但 需 换 一 个 恒等式 
Dun f(n) 228,7 $1- S3, (18) 
nox 
此 处 
S,= Dem, (19) 


NY 


ぐぅ = > D ofa, 


m-u 2 (Xm 


Cm = 2 ula)u(b), (20) 


acu, oc 
abu wa 
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Ss= 2) Dr Omn), a= Dud). (21) 


m-u nu aim 
mn ck ane 


3X FEF ESR AY TEE YS. 


ER 13^ 266 0—-GG)'6G) - CO G(s) 一 D 


(. 760). (22) 


其 中 G(s) 满足 (17)， 

定理 2 证 明 中 的 慌 况 Q'UeY 可 以 如 定理 1 证明 中 所 用 
WARA, meh (10)， 出 如 前 一 样 ，(11) 中 将 乡 
CX, ORR M «CX 2003 sr, 在 G8) |, 4n, 1) =1 
ERD =70), NO, il, rf 00-20. RI 


T ^ 9 * S S 了 (j= 2,3). 
! D ó(q) 之 u? up | | i P 


Bg is. 

Sp Gp nih Ti. 用 定理 2 中 对 应 和 的 合计 
方法 可 以 估计 了 。 类 似 地 ， 用 将 5。 " mu BK m>u 划分 
Jg Su AGS. 前 方 法 可 以 信 半 7。。 ATT + To, W 
处 7 T" WFT A S: Sh aM So GS, T 
upEAXH Ts KOM, RP AIT... 


"pr WBS 的 非 泪 持 征 时 ， 册 坡 利 
AUR X 
DS sm = DD の D xim 
e dim moz,d 
i 
«ad(r) a* logg. 
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所 以 


TY td (ryuG2yL?, 
由 GO 可 知 &Q5 «Y? SQ. pe ay oe m 
m mr a pattie dos, JUR ES 
难为 原 特征 的 归 化 ， 


Sup Sup | > "non 
a Ror as XY ! 
nemot y) 
< sup up | m . 
SUM. Qs yer ni mz aly 
T3 year ) 
所 以 
| - 
Pup sup | > un) E FAY /r,Q/r), 
gg ^ T nmi ea qa) | re 
(23) 
此 处 
、 | 
F,(Y,Q)= 9 sup sup | 之 u(n). 
29, El DD Ta 4) 
(n,7)-1 


当 (a, q) =1 时 


^ di 一 一 
È HO Bay 2:0 之 
ay (n. ")71 


xG)u(n), 
所 以 
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| 之 win) < > > 


» nax @(@) dig Xuodd 


Cr, 
| > ZOO 
( 


Ne pp 


ix JUR) SV 


FLW, の < GrAY,Q/k), (24 


ádo 
其 中 


GY, Q=: X. D “sup 


9 この の (9) z XY t 


xGouGQ, . (25): 


ae R=Q. Wh (3) , CD 与 分 别 积分 可 知 
GY QO) GY RE TH YQ) 


。 
+ f aH, V,a)da, 
R 
所 以 由 定 理 2 得 
GY,Q) - GR R7! & Y £Q) L^ 


£d(OY* L5, (26) 
假定 a«logZ)* E x Ma 的 一 个 特征 ， 则 由 狄 里 希 
勤 工 范 数理 论 的 标准 应 用 可 知 
O © Wu (adr) Z expt- clog Z)*), 
は 
此 处 c 为 一 个 正常 数 ， 因 此 由 (25) 可 知 
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GY (og Y) (ud (7)Y exp (cdoe Y). 


这 与 (26) 联合 并 适当 地 选取 B 邑 得 

GY DU FL QL dC). 
所 以 由 (24) 得 

FAV, QM VEAP «Y2Q0LOd(. 
But QSF af, gi (23) 得 

sup È uw (Y L^-Y 5QL*, 


a 
J" @z° nox 
ズー nea (vod g? 


注意 ， 当 QNUM, ERDERA, 定理 AUG. 


参考 x m 


Gallagher, P, X. 
The large sieve Mathematika 14(1967),14—20, 


C1 


m) 


(23 Montgomery, H, Land Vaughan, R,C, 
The large Sieve, Matacmatika 20(1973),119—134, 

(33 Schur,T, 
Einige Bemerkungen zu der vorstehenden Arbeit des 
Herr G,Polya; Uber die Verteilung derduadratischen 
Reste und Nichtreste, Göttinger Nachrichten 1918, 
30—36, 

(43 Vaughan, R,C, 
Mean value theorems in Prime number theory,J,. 
London Math,50c,(2210(19752,153 —162, 

(5) Vaughan, R,C, 
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Sommes trigonometridues Sur les nombres Premiers, 
ComPtes Rendus Acad Sci Paris, Serie A, 2854977), 
981—983, 

(6) Vaughan, R,C, 
On the distribution of ap modulol, Mathematika 24 


(1977) ,135 一 141 . 


MERRIE: d (12) ， 我 们 可 以 给 出 S(a) = E400 


le 


A, (2,9) ミ 1。 時 有 


! 
e(na) HUGE, BN :a 一 


S(e)《(rg-2+ x* 5+ xl ?gl/iylogt?x 
不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 ax, A 
E max | È e(mna) «Zmin(2, Tn 


moy 9? Qnm may 
K(xq + yrq)logay, 
此 处 中 ÆR i EROR A 的 距离 ， 取 fn) =e (nx), Uu 
HOS, GO 与 ao 得 


S,(logx Dmax > e(mna), (Gg7! Fu 


| ODA te m 
+q)log?x, 


So Clog 之 | > eCmna) «(xq l +u? 


る a vim 


+q)log’x, 


> Tm > A(nYnnna)| 


M «n-21 ChE 


SaWlogy ， , max 


D 
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(log2x max MA > | > 


M«m-2: € «n«X/m 


Aye nna) ' ) d 


(x! "*Jog3x max max ( > 


ucM«cz/uucna«m/M ELM z,M 


'2 
© elm - nz)ma)| ) ' 


‘Mem 2 
Mad / hy 
Mav/N a 
(x! ?log?x max max 
u <M<g n uh EM 

へ . 1/2 

( S min M, m) ) / 
[On 7 221] 


Cg 2/M 


(x! *log?x max (M+ > min 


<M ou 1cmceo/m 


Gj ty ) 


m’ [mall 


i 1 
(xq? + xu 2+ xl gl?)log?/?x, 


Wtu-x'^, BURA BT ARIE. 
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二 、 表 偶数 为 两 个 殉 素 数 之 和 


(初等 方法 ) 
6. REAR RE K IES 
TS EL i HE 
mo M 
$ 1 


熟知 哥 德 巴 Mua s eu f 个 偶数 可 以 分 成 两 个 素数 之 
和 ,在 1742 年 的 一 封 信 中 。 区 拉 号 道 , “尽管 我 不 能 证 明 它 ， 
但 我 相信 这 是 一 条 完全 对 的 定理 .这 条 定理 至 今 未 被 证 明 ， 
下 面 的 定理 也 是 一 样 的 ， 挛 生 素数 2) 列 有 无 穷 多 ，1912 年 
在 剑桥 召开 的 国际 数学 会 议 上 , 兰 岛 在 其 演讲 中 认为 这 些 问 
题 是 “近代 科学 中 不 可 解决 的 问题 ”。 

无 论 如 何 ， 今 天 处 理 这 些 问题 已 经 有 了 起 始点 ， 即 可 以 
用 一 个 类 似 于 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 筛 法 来 处 理 哥 德 巴 雷 问 题 及 这 


[4 
1) 这 是 说 一 对 素数 ， 其 相差 为 2, 见 史 泰克 尔 的 文章 
(Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie Abt, 
A, Jahrg; 1916.10, Abh,) 
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生 素 数 问 题 ， 第 一 个 注意 到 这 件 事 的 是 麦 尔 林 1!)，。 

这 个 方法 包含 一 个 两 重 运 用 埃 拉 条 斯 染 尼 氏 第 法 ， 例 如 
给 出 偶数 26 的 分 析 ， 我 们 写 出 下 列 两 个 数列 ， 
01234567 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 26 ——— | ~ 
26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 
876543210 | 
”不 超过 36 的 素数 为 2，3 与 5。 在 我 们 的 二 数列 中 ,我 
们 去 掉 形 如 24，34 与 54 的 数 ， 第 一 行 中 一 个 数 与 第 二 行 中 
对 应 的 数 之 和 为 26. 如 果 这 两 个 数 均 未 被 划 掉 , 即 它们 都 是 素 
数 ， 这 就 得 到 26 的 一 个 哥 德 巴赫 分 拆 ， 我 们 仅 可 选取 26 与 
0 作为 我 们 划 数 的 起 始点 ， 用 这 个 方法 我 们 就 得 到 将 偶数 x 
分 析 为 两 个 介 于 wx 与 x -vx 的 素数 之 和 的 全 部 分 拆 ， 选 
择 0 与 2 作为 我 们 划 数 的 起 始点 。 则 我 们 可 以 决定 Be 素 
数 ， 我 们 不 知道 用 这 个 方法 是 否 能 时 至 这 些 定理 的 证 明 ， 但 
我 们 可 以 看 到 这 个 方法 可 以 得 出 非常 深刻 的 结果 。 


§ 2 
我 们 首先 研究 埃 拉 杂 斯 染 尼 氏 方 法 ， 将 这 个 方法 用 下 面 


$) Bulletin des Sciences mathematiques T,39,I 
partie,1915.See also Viggo Brun in " Archiv for Ma- 
thematik og Naturvidenskab “ 1915, B. 34, nr. g:" Uber 
das Goldbachsche Gesetz und die Anzahl der Primza- 


hlpaare", 


假定 给 出 数列 : 
012345678910…xX 
0 2 4 6 8 10 
0 3 6 9 


0 Da 2D. 3 あぁ の 4 の ぁ 
此 处 x 为 整数 及 加 为 满足 
Pr x Past 
的 第 4 个 素数 ， 而 4 为 满足 
Àp,sx«( *1 p. 
的 整数 ， 
第 一 个 数列 的 项 ， 不 同 于 其 他 所 有 数列 的 项 者 ， 为 1 及 
ft Fx 与 x 间 的 所 有 素数 。 
这 些 项 就 是 未 被 埃 拉 条 斯 染 尼 氏 钴 法 划 去 的 数 ， 一 般 言 
之 ， 研 究 下 面 的 算术 数列 ， 


A A+D /— At*2D- 
a, a,+ pi a, +2piye" 


a, G.tp. ar+t2prv 
这 个 数列 由 0 延至 x, DRAM bise, p. GH 
继 或 不 相继 ) 互 素 的 一 个 整数 。 
Asai, 2,23. 满足 下 面条 的 整数 
0 ぐ へ SS り , 0<a:< bi. 
我 们 提出 下 面 的 问题 ，。 
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第 一 行 中 不 同 于 其他 所 有 行 的 元 素 的 个 数 有 多 少 ? 
我 们 将 这 个 数 记 为 
NGC, D, x, Gis Pistes Gry Pr), 
gy, fi id Js 
ND, x, bi, cn. DO. 
我 们 得 到 基本 公式 : 
NGA, D, x, ai, Pis *süry Pr) 
zNGON, Ds x, ai, Piety acci, Pr-1) 
—-NON, Dp., x, ai, Dior, Greig pr-1), 


此 处 
LASD prs 

或 简 记 为 
ND, x, pi, s, Pr) = NCD, x, か > on, Dri) 
ー が (の が た テッ pi, to Pe). (1) 


这 只 要 首先 考虑 我 们 的 数列 划 去 直到 数列 cr- tibra 中 的 
相同 数 ,再 加 上 asc Ap, 中 对 应 的 数 .假定 NCA, D, xai, 
Dios doi, Deci 2 AL, WNCA, D, x,ai, bi, 7, 
Gry DOSET. NA, D, x,ai,pi,77, a.i, Dr-1) RER 
后 数列 中 的 数 , 它 属于 第 一 个 数列 而 不 属于 中 间 数 列 的 个 数 。 
我 们 注意 到 这 个 数 等 于 NC( 人 A 人’,，Dp;r，X, ai, pistes ) 

Dros) .这 是 由 于 最 后 数列 a,+4p; 与 男 一 个 数列 人 +uD 和 上 恒 
同 的 数 为 0 与 x 间 下 面 算术 级 数 的 所 有 数 

A’, I «Dp, A’ +2D Prats 
此 处 

0C A'«Dp,, 
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其 中 心 ' 表 示 这 个 数列 中 的 最 小 正 数 。 
Alp, DEHER, MUR EAE 
» GO. Àp, 2 AA uD 
或 
か, オー リル = ニハ ヘーg, 
恒 有 介 ， 这 些 “ 解 ”可 以 写成 
A=AgttDs, p=Hottpry 
其 中 Ao uo 为 一 组 介 ,而 才 过 oi, ta, 
第 二 个 数列 恒 等 于 第 一 个 数列 者 为 
gz キスカ か. =a, +À, pr+tDp, Witt=0, £1, £20 


这 些 数 为 具有 公差 Dp. 的 算术 数列 。 
我 们 定义 NW(A,D,x)， 与 简 记 为 N(D,x) 为 数列 
A 人 +D へ ヘ + ォ 2 わり … へ + ォ 4 の , 
中 介 于 0 与 x 间 的 所 有 项 ， 此 处 
0 ぐ く へ < の り , A*ADsx«AtQG* DD, 
因此 我 们 得 
2+1=NCD,z) = +9, 此 处 -1<9<1。 
Pj: 选取 
A=2 D=7 x-60 a1=2 pi=2 gsz=1 
p2=3 0574 ps=5 
(A)-2 9 16 23 30 37 44 51 58 
(B) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 
(C) 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 
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46 49 52 55 58 

(D) 4 9 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 

(4 中 的 数 不 同 于 (B) 与 (C) 中 的 数 者 为 9,23,51, 再 加 
EBD), (4) 与 (D) 中 的 数 便 等 者 9 544, RACH 
7'5=35， 故 得 

N (7,60,2,3,52 = N (75605253) = N (7,5,60,2,3) 
或 2-3-1. 


由 公式 (1) 得 
ND,%, Dits Dr) = ND, x) 一 NQGpi,x) 
-NGpi,x,p,)—- ttm (が の た) アッ pists bri) 
及 (2) 


ND,x,b, Da) = N(D,x) 一 N((GDp,x) 
ーーー (の ヵ ,,) +N(Dp2pi,x) 
*NGpspi,x) +N(D ps ps,X, Di 


Tee 138 
+NCDbedisX t NOD pi,X, DD + 
+ NCD be Dros, Xs Pist pra), (3) 


我 们 可 以 将 最 后 一 个 公式 写成 . 
ND, x, pis Dr) =ND,x)- 之 NODpo,x) 
+ 之 ANO pix Pi Pomi). (3) 


RIRKA AR EMEND poor TRH, R 
们 可 以 在 公式 (3) 中 去 掉 任 意 多 个 正 项 ， 我 们 有 几 种 方法 来 
选取 这 些 项 0)。 例 如 ,去 掉 某 一 重 线 右 端 诸 项 , 一般 言 之 可 得 
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N(D,%, Piss Pr) NOD, xX) - UN (Dias) 
+È ZN Dio Prox Pis, Pods (4) 
此 处 我 们 对 于 ps ps 选 的 一 个 范围 w， 它 属于 下 面 范 国 之 中 


pz か 
の s Pı DsDa 


PrPi の の > … 力 : 力 r-19 
两 次 运用 公式 (4)， 我 们 得 新 公式 
NCD, x, 5i, 7 De) >NCD,x) = Z2NO as) 
+ 之 Z(NOb» X) 一 2 NGb bb. 2X) ) 


e<b 


+È E DVN DP Peder Piss Dans). 

此 处 ol Ko 及 os 表示 ヵ 。 ヵ 。 的 范围 。 
继续 这 一 手续 并 用 
Nid,x)= X 


d 
则 最 后 得 
D NGOD,x,pyi s p.2»1 一 之 a 


+6, 此 处 ~-1<0<1， 


a 


+m 1 0-21) 


w ol Pots e<b pe 


1) 见 :" Nyt tidsskrift” 1918: Une formule- 
exacte pour la détermination du nombre des nombr- 


£s premiers audessous de x,etc,by Viggo Brun, 
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_ 1 \ 

アク も 之 元) 

+ RD (5) 
X 


此 处 R RATHER o,'<a,%f, 
假定 p= 2,p; =3,ps=5 等 ， 则 可 以 将 公式 (5) 写 成 


WC の zz25326… の う (174 -ll 


此 处 我 们 可 以 去 控 〔( 包 括 跟 随 着 括号 中 的 项 ) 任 何 帯 有 正 号 
的 项 。 

及 表示 所 有 项 的 个 数 。 

如 果 我 们 去 掩 那些 项 ， 它 乘 以 方 之 后 小 于 所 取 的 项 数 ， 
则 可 以 得 到 N 的 较 好 的 下 界 ， 

Bj. 取 x=1,000,D=1 及 p;=31， 这 是 不 超过 wx 的 
最 大 素数 ,由 


o1 1 1 
IN 1,1 3,2, sU 1) 1 3 トー ーー —-— men = LL 
(1,10 3……31)>>10 | 23 31 
l, し ロー エコ " L-1) 
3.2 5.2 5.3 2/ 7.2 7.3 2 
1 ( 1 1 1^5, 1 1 ( 1) 
十 1-i- Rol t f1- 
7.5 2 3 3.2/ 11.2 11.3 2 
Q1 (1- 21, 1 ) a 
11.5 3 3.2/ 13.2 
1 1 1 1.1 1 ハ 
4L 1-- +1 -> -> t 4 — 
ia :) 13.5 1 2 3.2 7 
1 1 / 1 1 1 / 1) 
2T. 1 一 一 ーー ーー 1 一 
17.2 17.3 \ 2 ) 19.2 19.3\ 2 


NE 
29.2 29.3 2/ 31.2 
1 ` | 
十 一 一 一 - —R Em 
"I ) | -52， 
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因 oi. (1- l-l +  - 0.0039. 它 乘 以 10? 等 


Ts. ra, PIEVE dS Y. dex 


do(q2121.14, 1,1, 1 (1-4 )) 
11.75 2 3 5 3.2 5.2 5.3 2 


1 
5.3 


" - 105 — ^d. - Ho fir O 岳 
t, 因 - (1 L) 0.4 小 于 2, 所 以 去 掉 


(1- 1. 3・ =3 小 于 6, 所 了 &-l-(1-1 
(17S HI 107*0.003 73 /N T6, BUA 2 


1 1 1 1 
nud +- +. C= . . 
3 5 3.2 " 0.003) 


最 后 得 
(15109525357, 31)->109 — 52 = 57。 
我 们 可 以 用 下 法 来 表示 这 个 结果 ， 
当 我 们 在 1,000 个 数 中 去 掉 2,3,5, 直 至 31 的 倍 数 时 ， 
至 少 还 剩 57 个 数 。 我 们 取 0 作为 划 数 的 起 始点 ， 并 注意 
N(C1103，2，3，…31)=TCI103) 一 CO105)+1， 
所 以 在 < 与 1.000 之 间 的 素数 个 数 多 于 56。 
这 里 志 (x) 表 示 不 超过 x 的 素数 全 数 。 
这 里 我 们 选择 范围 o 使 之 获得 最 适当 的 下 界 结果 ， 用 这 
个 原则 ， 可 得 如 下 结果 : 
N(1,105,2,3,77,31)2109 —-52- 57, 
而 z(1032— 1(4719327 158 
N(1,105,2, 3,::,97)027»820 — 284 = 536, 
而 2(10*0— 2(4719*2 7 1.206, 
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NC1,10?,2,3,:-,313275,733 — 1.862 = 3,871, 
而 7(10°)-—2/195) = 9,528 
以 下 我 们 将 用 较 简单 的 方法 选取 @。 
为 了 疗 述 这 些 原则 ， 我 们 首先 给 出 三 个 例子 。 
Bil 1， 


1 


N > エー キー キー エキ リー エ 」。 1 , 
(15% 52535557)>xi 1 2 3 5 7 3。2 5 。 
tI) Ga- 

5.3 2/ 7.2 7.3、 2 7.9 
EE 
| aL 1Y1- -1,1 
L3 16 * ロコ ae ja ) 
3.2 
ote 
我 们 不 去 掉 任 意 项 。 


例 2: 


N(15% 5253555711) >% [1-4 一 i -4-1 1 


此 处 去 掉 的 项 数 是 不 多 的 ， 上 式 也 可 以 写成 
7 1 1 
Nanni snas ( ュ ー ト ) (1-1 ) 


(1-4) (1-4 ) (1- u)- sig 


——————— —— 
11・5・3・2 11・7*3*2 11・7・5*2 11・7・5・ 3 
1 ) ( ~ 1 5。4 5・4・3 ) 
+ ( e ー (1+5+ c 
( 11・7・5・3・2 l ° 1.2 1°2°3 


) 


7 XC0.2078 — 0.0121 + 0.0004) — 26 =0.1961% ~ 26. 


此 我 们 去 掉 所 有 形 如 -与 二 
在 此 我 们 去 掉 所 有 形 DO Di) DaPoDeDaPo 
的 項 . 
例 3, 
A 「 1 1.1 
NC1,2,2,3,5,7,11,13,17,19) 5x 1— =--> —. 5 
L- 2 3 5 
1.1.1. 1 1,1,1, 1 
7 11 13 17 19 3.2 5.2 5.3 
1 1 1 1 1 1 
1- キー ニー +- 1- キー ー - 
( z) 7.2 z | 2) な い 
-di l. ) P 1, 1 (1- i ) d. 
3 3.2 11.2 11.3 2 11.5 
1-1-1- 1 
1- 1 ー 1 2 3 o 
2 3 1 |+ 1 1 
1 3.2 + " 
+ 11.7 13.2 
3.2 + 1 
5.2 
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1- 工 - 工 
-A (I-1)+ [o AEN 
13.3 2 13.5 し 」 1 13.7 
3.2 
1.1.1) 
| 2 3 | 
mE 
| 十 1 1 1 1 
| 十 -十 -一 一- 一 上 十 -一 一 
| $2 | 17.2. 17.3 ( >) 17.5 
iy 4 | 
\ 5.2 } 
1_1_1 
1 = ーーーーー ーー 
1 2 3 
1- ニー ニー 1 
2 3 1 | + 1 
1 tan) 3x2 + 
十 ーー テー Ter f | 19.2 
3.2 +l. 
5.2 J 
1- 1-1 
1 ( -1)+ エー 2 3), 1 
19.3 2 19.5 \4 1 19.7 
3.2 
- ユ 1_1_1) 
1 2 s 5 | 
+ | 
| 3.2 |- 727 0.163x - 72. 
xol. 
5.2 | | 


在 此 我 们 去 掉 垂 线 右 端 的 所 有 项 。 可 以 看 出 表达 式 具 有 
形式 / 
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Pa PoP» papapo 
+5555 1 . 
Da Do Dc Pa, 


此 处 pas pos Det pa 过 下 面 的 数值 
Pa 2 3 5 7 11 13 17 19 
Pa 2357 
Pe 2357 
Po 2 

其 中 a>b>c>d. 


$3 
我 们 首先 研究 例 2 前 方 法 . 
我 们 不 应 用 一 般 的 公式 (5)， 我 们 直接 由 (3 ) 推 出 
NOx, pp) = NO, 2-7 Z2NOb 2) 


十 > 2 NO p ちゅ, p: tty Pom 2。 


asr b<@ 
运用 这 个 公式 两 次 则 得 
N(D,x, Dist yp Y= N(D,X)— È NO» 


+È ENOBReso-zÉEE 


bea c«b 


NG p. Po Dox) + 2 之 > 之 


co c«b @<e 
(の p。 の 。 の 。 の 4 ッッ ュ > Da) (6) 
最 后 一 个 和 为 正 的 (或 0) 利用 
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N(d,x)= “+0, Wyk -1<9<1, 


nik 


NOD, x, Pig p1) > £ 7 之 二 + 之 Zu 


- 1 Pm (7》 


acr bea cb. PaPoPe = 
2X iiid Fy 


ND, xs po Pr) > B (-2X;43X.-X42-R, 


此 处 二 等 于 下 面 三 行 中 第 一 行 诸 项 之 和 (7) 
Io. 1 q.2 4 1.25 
pi .ps Dr 
Joy) 4.4 t 
pi Da Dr 
1 


る 。 等 于 所 有 第 一 行 的 每 个 元 素 乘 以 第 二 行 这 个 元 素 左边 的 
各 元 过 之 和 ， 而 Ss 可 以 类 似 地 来 定义 、 
以 下 我 们 将 要 说 ， 我 们 用 图 形 (4) 式 简 言 之 ， 用 图 形 
r 项 


、 、 
1-Si+S.- Zs. 


我 们 来 比较 Ns Go", 


= (3 に ) + p ) +(e) 


+ 2 ッッ ジ 2 る > 或 cÈ D>? Ys, 
RITH ZEH 


ssa E4- (る る な ) 


axr ba Das 


SEEE, ir) 


anr bca eb PaPuPc 


fig 1b, Saby«BHXa«r. Wok Ss 中 出 现 
の 。 の ょ カッ 


一 次 ， 而 在 of. 中 出現 三次 . 


我 们 首先 在 之 -A HRE 二- 及 在 之 2o ooi 
Alpy BEEZ opium m ES 
Hilo. Bgm pe eee Eo 中 
BEL 


aay 
項 等 , AM Hol, >32 3. 
LN 则 我 们 可 以 mae 


° 129 * 


oS. 中 出 现 三 次 ， 它 还 包 有 形 如 A5 的 
a e 


FUT DWAR: 
NOD,x,pi, の ロー 4g mee Dm] 
-R, (8) 
此 处 mm 为 适合 mw? 的 奇数 , 及 此 处 表达 式 1 一 之 + 之。 
一 … 一 之 可 以 用 图 形 


来 计算 ， 
对 于 特殊 情况 m=r， 我 们 可 以 计算 表达 式 : 
1ー ダ ュ キ マミ ーー キ (ー1)『。 


= (= lige) Gg) 
u-EZ£CEZX£- T 

此 处 r 是 奇 或 偶 ， 这 种 情况 下 ,项 数 为 2 , 故 得 公式 
NG.,x,pi,--, Pr) ^j (1--- L). 


Pr pz / 
1 r 
G-u4-)-r. (9) 
一 般 情 况 ， 我 们 将 决定 表达 式 
1ー マ 」 ト キダ ッ ーーー 


的 下界 . 
如 前 ， 我 们 可 以 证 明 
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= o> Gt DS QSIM - 1). 
因此 o™>m! Sn. 
因此 


了 (10) 
TH 、 
及 由 史 特 林 公 式 


m= (-™ ) Varm+0, -1<0<1, 


Sn< 2 <( £2)" (11) 


现在 用 不 同 的 方法 将 公式 (8) 记 为 


NCD, ponp) Ca Xs +5- t (21E) 


ーー ーーR. 
我 们 知道 右 端 第 一 个 括 狐 可 以 玫 为 乘积 形式 。 当 +2 
>>o 时 ， 第 二 个 括 孤 中 各 次 的 数值 递 碱 ， 故 其 绝对 值 不 超过 


Sec (ey! 


Mı 


所 以 


CD,x。 Pig Py) > ME 1-3. ) (1- 2; ) 


- (£2 ) |-n. 


Meal 
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不 难 定 出 R IM fel) 
Raitt) ter tGo<itrt rete 


所 以 当 


m+o>g= boy. ph 
Pi Dr 


armor, 


时 有 公式 
NO Pies PI > Hy i | (Qe ) "(ュー ».) 
- (2. yr (12) 


个 公式 比 (9) 有 用 ,这 是 由 于 r+”! agn I bo" 缓慢， 
— TEER, SSE ORE AR. 


§ 4 
汐 此 中 的 ， 我 们 将 用 另 法 选取 oo， 即 如 例 3( 见 $82) W 
样 去 掉 重 线 右 边 各 项 
首先 我 们 在 公式 (3) 中 去 掉 _ 条 重 线 右边 各 项 ， 则 得 下 
而 公式 
(の yy か ウー (の) 20ND pas) 
+m が (の pa あり あい ~Pa-1), (13) 


asr o< 
bot 


大 为 一 个 小 于 7 的 整数 。 


Dew, WG, 
Verteilung der Primzahlen,JI.p.67. 


Handbuch der Lehre von der 


* 132° 


上 面 公 式 的 最 后 一 贰 可 以 用 同样 方法 来 计 和 但 ， Gu 
Ni D, Xs Piss Pr) >NCD,X) 一 のか) 


+ 之 之 AND ove o0 -之 之 之 


r b«d cù 
t bct cct 


NOD babs Pes) + 之 之 る, ZN Dp ps 
ひも < くす c«t cau 


あの 。 の ぅ > Pi TL OP 
此 处 = 为 一 个 小于 了 的 整数 。 
继续 这 个 步骤 。， 并 利用 


Nd,x) = +6, -1«0«1, 


则 最 后 得 公式 


T D に ヽ 1 1 
~ 1 hr MEM 
- 22 DEW >> 2 
aar b«g c ^ ain sre anr b«a vcd eve 
b«t cct bci cct der 
1 1 
ー キ ーー ニー ツー (14) 


ak inj i 7J 
NO, pi D> Fy £1- S, 8, -. 54,12 
- R, (14) 
Hop dX 
E,21-Si1* S47: San- 
e 133 * 


用 下 面 阶梯 形 的 图 形 来 计算 ， 


es, ng g ーー 

iL Ted d 4e yl. 4e + 
pi Po-! Pu pi-i 

—àÀg,-—7» 

Aly .. + 

pi pr 

1 + + lo. 十 Vy ・ 十 i. 

Pi Do-1 Pu Dev 

1 1 1 1 ノー 
ー キ キッ ・ キ ーー キー キー キーー 十 …・ 士 X ( n-1) 
pi Po-i pum Dia 2 17 
1 キー 十 E 

pi Dud 

A pepo t 

pi pw-i 


我 们 在 图 中 下 述 区 间 中 选取 相继 的 诸 素 数 ， 


L NE! エエ A 
Pooh UUK BR n 
mS 
Mabe 1. 
Bx uuo 公式 可 得 


adl -= 05， 
>> loglogx + 0.261 * 6 zx 1«0«31 


2 


2 見 “Journal fur die reine und angewandte 


Mathemtik" B,72,1874, 228%, Handbuch,l,p.201 
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ome Vues. e une aes ahis on omn moe o e 


D-i)ee etr, yey, 


EE 


SLA log 表示 自然 対数 。 


因此 我 们 得 
1 
at 5 ( 1+ - ) r” 
1. -1 
Spete g O) 
一 le a a ) T 
a 


当 Ze>a 时， 我 们 可 以 取 pi 充分 大 ， 使 


1 1 こ 1 
G1 二 4e <loga ga = —— tee + 
1 Di m Eos O2 ps "me 


<logao,, o= 十 … 十 «logao (15) 


-1 Pu-i 
及 
sonder bevel 1) 
SEI > as "ーー BIOS 
2, (16) 
ao 


我 们 特别 假定 loga, <1, 

我 们 要 实现 和 数 的 逐步 计算 ， 为 此 需 给 出 阶梯 形 的 图 
形 。 

假定 我 们 已 经 用 表达 式 Sw= 1 一 si+ ss 一 一 82m- 
给 出 的 图 形 


i ーー ーーーーーーーー se ーー * (2m 一 1) 行 


由 一 -一 ーー . 


图 4 
进行 了 计算 。 
我 们 在 图 形 左 边 添加 2m+1 行 (下 它们 仅仅 为 了 表达 
BI Sit Sar Nia). 


L~SitS2.-- $341, 


Jr Dy tS, we yX, 1 
图 5 


和 > EST Sitsi BPRS Ph T AE HE, 


可 知 ざさ PLIBITESE $1. 
pa 到 自 工 之 左 及 p. WRAL ZAC), 
pr 取 自 工 之 左 及 pp, 取 自 工 之 有 (S51s 1)， 
Po WEL ZAR pa WR LS As), 
一 般 言 之 ， 我 们 可 以 用 下 法 
Ent1=1- (Sit+s1) + (Nos; 5,48.) -(33 
HSL ts Sts) tes (Lang, tSn 
t+ Soy 2y ) 
KIAK RE” 1. 
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比较 这 个 表达 式 与 下 面 的 乘积 
C-i +See v(i- S, tst Sn) 
—-1-(N, 94s))t*(2X,9s,2,.98,)—-- 
(Xang FS omte E Soned) t (Lame, 
+S Song, toe $3, X3) mos 
第 - :个 因子 含有 尽 可 能 多 的 项 数 ， 即 » 等 于 上 1 的 项 
数 ， 易 见 这 个 乘积 包 有 Erne 的 所 有 项 ， 再 加 一 些 括 孤 ， 因 
Z;,205441«logao«1,Pt EA gi CLo up AU [1589 f A XB ALB 
Al 
Pray tot Ema (Ez gat Si Margy ton 
+ 857 ニュ ンマ) 。 (17) 


SUNT Wy LA Bee Ra PI E JR. X E — ARR Fd f 
(2m  2)4- REZ My 其 中 RASS 与 卫 ，， 组 成 由 


图 形 计算 的 和 
(sit Xia. o 
BD 4$ BU LR EB. 
由 (11) 与 (15) 得 
e(si 十 之 1) 


(Da ) ^ 
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etm+ 1)!ogao \ 77 _ 
<( 2(m+ 1) ( 


我 们 和 欲 算 的 括 孤 《〈 匈 (17)) 更 小 些 ， 故 得 


elogeo_ ) ante 
2 


2 +2 
E a4 D Tap En ( "geo ) (18) 
FARE, =1-si, 所 以 内 (16) 得 
Eum 一 logao, 


Ey, >a, Fy, - ( elogao ) ティ (ュー logas 7 ao 


( elogao Y* ) . 


2 / 


继续 这 一 方法 得 


; ; 4 
Emmy, ( 1- logeo- ao f eloggo ) 


" 2n 
Legi elogao ) 
0 \ 2 * 


] 2 
RHF >t, Mao ( 08% ) <1 时 有 


€ogao t 
l / E ) 
E, >A ToN, 1 - !ogoo ~ 2 
\ 1-ao (legac ) 
2 
特别 二， 选取 
a73/2 与 co=1.51， 
我 们 得 


E,>03(1-4-)-(1-}). (19) 


我 们 来 研究 E. 中 项 数 构成 的 数 (R)， 组 成 乘积 


这 个 乘积 包 有 五 ,。 所 有 的 项 还 更 多 ， 第 一 个 因子 的 项 数 
小 于 p+, 第 二 个 因子 的 项 数 小 于 bz” 等 等 ,将 一 n 成 1 


邯 得 乘积 所 有 的 项 数 ， 所 以 


-2 a^ LI s! 
R«p. p.p," <p.) = 力 ,5。 
我 们 可 以 将 (14) 写 成 形式 


ND, x, p1p p) < M 0.3 ( 1 一 1. ) tee 


(20) 

这 个 公式 对 于 所 有 相继 素数 pisos De 都 是 对 的 ,此 处 
pope HP pe 是 一 个 可 以 决定 的 素数 . 

特别 地 ， 假 定 Pi = Pea, 为 第 e+1 个 素数 。 

当 问 题 是 要 计算 入 (DD,x,2,… Pes Pic DORT, RAI 
在 图 形 〈(14) 式 下 面 ) 上 增加 由 表达 式 


(1-4 Je G- 内 ) =1 一 之 ;二 之 ;一 … 士 之 。 


Ldap ， 
2 3 De 
Lypha L, 
2 3 be 


它们 共 2° 項 , Web THe. 
我 们 如 此 得 到 新 的 图 形 


Zi $1 


(e 4 2n- DÍT m 
(22-1 ) 行 


エー 91 キョ ッ ー S221 
1- X, +- tS, 
图 7 
它 用 于 表达 式 
E, 4151- (Xi tsi) +(X +s Xit Sa) 一 … 
HCD, tseo Hee tse) (Se + S22 ey + 
tet Soa pl キー オキ auno de te Saa, Xi) 
Het (Senay) ， 


或 
Eri= (1 之 + 之 一 … 二 之 o)(1-Si+Sz H 
=(,-1)..{,-_L 
tsz) = (1 1) (1 た) , 
此 处 我 们 假定 e 为 偶数 ， 
由 (19) 我 们 得 公式 
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.1 ー oe | 
Ut (ロー ルト) 2° pr, (21) 
MESH rCeMEGn, Wehbe 表示 一 个 可 以 决定 的 数 ， 请 


注意 (ュー L ) (1-1) (ロー A JAE RRN F t 


3 
每 一 项 。 
由 麦 尔 顿 公式 ， 我 们 可 以 决定 c 使 对 于 所 有 r 之 c 省 有 


~ 0.168% 


NOD x9 2s35 9 007 poop, 2 Pre (22) 


此 处 c FE —A WY DBE gE AY Ce e). 

如 果 我 们 选取 号 =1 及 pe = px), ADP x (8 
最大 素数 , DO x bap RING 到 

N(15% 525350 PEV x) oes -3'x5 > log 
对 于 所 有 xc 上 成立 . 

我 们 可 以 叙述 下 列 定 理 : 

当 我 们 在 x 个 相 邻 整数 中 ， 去 掉 2 的 倍数 3 的 倍数 ， 
直到 p(5 x ) 的 倍数 , 则 当 x>xo 时 ， 剩 下 的 数 的 个 数 多 于 
x 
logx ° . 

划 数 的 超 始 点 可 以 自由 选取 ， 而 xo 是 一 个 可 以 决定 的 
数 。 | 

由 (22)， 我 们 还 可 以 得 到 下 述 定理 ， 
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“non iW, fin lint n Z AERE tm, BOXE 
因子 个 数 不 超 过 11。 
在 公式 (22) 中 到 3 
Ln 1 
D-i xvm X p-b(nU), 


RAVES, ^ nn, Wf 


1 — S8 
N(tsv/n 2:3. p(n i) Taye -2'n!! >1. 


PH de YE TX RI On n v/ a 3 中 去 掉 所 有 2 的 倍数 ，3 的 倍 
数 ， 直 到 p(n) ) 的 倍数 ， 则 至 少 还 剩 下 一 个 数 ,我 们 取 n 作 
为 划 数 的 起 始点 ， 则 在 这 种 情况 下 ,每 个 因子 BDF 
SEN 所 以 当 m>m 时 ， 小 于 LV 元 ， 即 未 被 划 去 的 
数 不 能 包 12 个 或 更 多 的 素 因 子 ， 凡 被 2,3，… 式 zCpt 7》 
除 得 尽 的 数 都 被 划 掉 了 。 
$5 
我 们 已 经 假定 在 公式 (21) 中 的 未 数 
2， 3, tts, pr 
为 相继 素数 
研究 相 邻 素数 列 
9j592 っ 5 sQumpsQadatis 9d-1dy OG +1 ry 
此 处 gi = 2 等 ， 的 一 部 分 dERHAB E 数列 
Gr 
我 们 易于 堆 广 并 如 前 ( 见 (21)》 得 到 
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因此 得 到 
DG -1:6 EL 


~ 0.168x 1 -2'0,5. 
plogg (1- à. )-G-L) 

我 们 研究 算术 数列 
A A+D A+ 2D 
从 0 至 x 的 一 段 ， 其 中 人 与 忆 互 素 、 假 定 

の ミ g4…9? 。 
选取 0. =a Vx), JERE EK ALLE 得 尽 

Dig o LAG byte aie aye Qe 
的 所 有数 。 Wp" xx 有 

0.168% _ 


(Dj の っ … っ 9 mand ised D> y(D)loga, 
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otg 5% .14008X _geye 1l * 
2072 VDilog 77 > «D logs’ 


未 被 划 去 的 数 不 能 整 被 
の の gg 
整除 ， 由 于 -9 与 刀 开 素 ， 所 以 它们 亦 不 能 被 9。,…。9y 整 除 。 
故 未 被 划 去 的 数 包 有 5 个 或 更 少 的 素 因 子 。 
因此 我 们 推出 下 面 类 似 的 犹 里 希 勒 定理 ， 
每 一 个 算术 数列 ， 具 首 项 与 公差 互 素 ， 包 含 无 限 多 个 素 
因子 个 数 不 超 过 5 Bunt, 


$6 


3841 SUE HT FE BE AB PK OS BATT o] SP PCI PUR 206] 
倍数 ，3 的 倍数 ，5 的 倍数 直至 p; BRA, REZ, RN 
研究 下 面 的 算术 数列 


人 1D A+2D 
di ait fpi a,+2pi 
b, bitpi bi +2p1 


dr Gr tp. Gyr +2p, 
b. b,* p. b.*2p. 
所 有 的 记号 都 在 82 中 已 经 定义 ,进而 言 之 ,我 们 假定 c; 关 六 及 
pi 3,id 
POA, D551 5815 pi,77,as,0., Dr)s 
或 简 记 为 
PD, X, Diss Pr). 
RERE BOT MARTA VA Je ei PUB TE dor eB BB 
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数 ， 如 前 一 样 ,我 们 得 到 基本 公式 
POA, Xo 01,015 pists 40, 05 Pr) = PC(A,D, x, 
ai,bis Pis sarar brar Dra) - P(A’, Dp», 
xd, bi pi Grats br np 1) 7 POA DP rs 


x,a1,01, Dicas o Dice Dis 


PD, x, pios Pr) = (PD, x pis oP -1) 
| -2P(Dp., x Dis Peat) (23) 
在 此 我 们 用 2P (Dpr bio Dre RMBAPCA, 
Ddes%p0igty Dis ot. -pb a D -1) 的 两 个 表达 式 之 和 ， 
请 勿 混 清 或 误解 。 
d (23) ， 我 们 可 得 类 似 于 (5〉 的 一 般 公式 
D pip,x,p bo D1- 2 222 


* asr Pa ei 
2? _ 2 
ppv い Za) 之 之 之 
2- 2 RD | 
pa po の 。 92 ロー を ) tet (24) 
yh lb o! «oig. 


R 表示 公式 中 形 如 土 二 的 项 数 ( 此 处 2 = 二 + 二 等 ) 、 
我 们 已 假定 3. 除 特別 声明 外 。 均 加 (5) Bm. 

特别 地 假定 p1=3，p:=5，ps=7 等 等 , 我 们 可 以 给 
(24) 以 如 下 形式 


Ing 


PCD, %53559 Pr)? "E -i ーッ ーーー 


3 pr 
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+ + 44 4 (1-2) tea 1. 
5 3 7.3 7.5 ` 3 Dr.3 
1-2-2 
4 (1-2) L 3 59) 4 
Prd 3 pr.7 + 4 pr.7 
. 5.3 
_2_2_2 
1 3 5 7 
4 | - 
十 4 +. -R 3 
5.3 , (25) 
4 | 2 
+ 一 一 十 一 二 ， - 5 
7.3 XR 3 ) 


此 处 我 们 可 以 去 掉 带 有 正 号 的 每 一 项 〈 括 度 包 在 内 ) . 
例如 ， 研 究 下 面 算术 数列 从 0 至 11，776 同 的 一 段 


135791113 15 …11,769 11,731 11,773 11,775 
(03 6 9 12 15--11,769 115772 11,775 
L1 4 7 10 13 11.770 11.773 11.776 
f 0 19…11。761 

( 15 …11,757 11,776 


划 数 的 起 始点 为 0 与 11， 


776 《( 児 S1) 。 


因 11, 776=2"・23 RRR 3,5, 7,…,19。 所 以 由 (25) 


并 注意 a;*<b,, 我 们 得 


己 (2,11,776,3,5,，……，19) 


_ 2 2 


17 


19 


31.7761, 2 _ 
> 2 I 3 


+ 4 4-404 
5.3 7.38 


。3 
2 2 
17$ 5 
4 4 2 4 
+ + 一 十 - 
13.3 TEE > ) | | 
5.3 
4 4. (1-2). 4. + A 
17.3 17.5 3 9.3 19.5 


此 处 

R=1+14+4+16+52+52+32=171, 
所 以 

の (2,11,776,3。5。… っ 19) つ 296 一 117=125。 

第 一 列 中 未 被 去 的 数 (?) 的 个 数 多 于 125. 它们 有 下 述 
HEM: + 与 11,776 -+ 不 能 被 2，3，5，…，19 EDI. HF 
3V11,776<<22.9, 所 以 他 们 不 能 为 3 个 或 更 多 的 素数 的 乘积 。 

因此 11,776 可 以 表示 为 两 个 素 因 子 个 数 不 超过 2 的 整 
数 之 和 ， 表 法 多 于 125. 

无 论 如 何 ， 我 们 未 能 用 这 个 方法 给 出 哥 德 巴 替 定理 正确 
管 案 的 一 个 例子 

然而 ， 我 们 能 从 (24) 得 出 重要 的 结果 ， 推 导 的 方法 与 
前 面 完 全 相同 。 


我 们 只 要 在 每 个 地 方 将 fuk. 
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His EUR, 我 们 用 $4 所 示 阶 梯形 图 形 来 计算 


用 公式 

了 了 (1-2 2.9.8322 other 

I] (1 £ ) log?x et. 
而 将 84 所 考虑 的 和 与 乘积 换 为 

al ュー キー オーー ぐ 2logeo。 等 
与 


m G-X)6- 2)< A. «. 


我 们 现在 假定 21oga. «1. 
KMF 8), RNE 
E, 41> mpi Em- Celoga,)?"**, 


所 以 
7 7 _ _@.*(eloga,)* — 
E42» Ifi li 2logg。 1-a,*(eloga,)? 
特别 地 ， 选 配 
a= 3 = 1,25 Ha, = 1.25015 
因此 
E soos (2 Nf 2 
E,>0.05 (1 2) (1 pe) (26) 


我 们 研究 E. 中 前 項 数 C) .考虑 乘积 


ELS 


— 


ps 


). 


这 个 乘积 包 有 EE 所 有 的 项 及 更 多 项 。 第 一 个 因子 的 项 数 
《2r 二 1) 小 于 p;, 此 处 pi1 盖 3, 第 二 个 因子 的 项 数 小 于 p ,!“， 
等 等 。 故 得 


«+1 
an} = p,? 。 


2 
R«p.p.^ 


我 们 得 到 


x 2 LE 
PD, x, bis Pr) > D 0.05 (1- 2- ) ・ 


(1-2 )-». (27) 


这 个 公式 对 于 所 有 相继 素数 Disses, De TRZ, 此 处 ES IT 
其 中 p, 是 一 个 可 以 决定 的 素数 。 

我 们 得 到 下 面 与 (21) 相 类 似 的 公式 。 对 于 所 有 r>e 
BA 


P(D,x,3,5,* Dr )> 方 *0.05 ( 1- $ ) … 


- 4)- 3' pr, (28) 


因此 对 于 所 有 ”>>e Ce BA 


P(D, x。3,5… っ )2 = -3'p.? (29) 


0.041 — 
方 “Clog p+?) 
《特别 地 取 pr= px! ”)。 则 对 于 所 有 xx. 
。149。 


ty) 0.41% 


PCD,x,3, ッッ 
(09% 9325s Pl D(logx)? 


Lae 至 一 0.4X _ 
3°x > Dilogx)?. (30) 


假定 Dci, WBA ay LL AL T TY 定理 
当 我 们 去 掉 双 行 x 项 的 数列 中 的 .3 的 倍数 ，5 的 倍数 ， 
直至 p(x 17 ) 的 倍数 。 当 x> x。 时 ， 至 少 还 多 于 
.1X/(logx)? 项 。 
我 们 已 经 假定 
qi bi, 
这 就 是 说 ， 没 有 一 个 两 重 划 数 会 变 成 一 个 单 重 划 数 ， 当 问题 
为 研究 数 x = 2* pi py 的 哥 德 巴赫 分 析 ， 我 们 可 以 看 出 
aa —b,, t, ay=by, 
当 划 数 被 缩小 后 《比较 $5) PAY FEARS X 
HER XU RR ,如 此 则 得 卫 的 新 的 下 界 : 


a 


GEGE) pa 
2 


Daon (ュー je (1-2) (Togx)*. 


如 同 前 例 一 样 ， 选 取 万 = 2， 则 得 下 面 类 似 于 哥 德 巴 替 
定理 的 结果 ， 

每 一 个 大 于 x。 的 偶数 x 皆 可 分 成 西條 素因 子 全数 皆 不 
超过 9 的 整数 之 和 。x。 是 一 个 可 以 决定 的 数 而 素 因子 可 以 
是 相同 的 亦 可 以 是 相 异 的 。 
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我 们 也 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 
存在 无 穷 多 个 数 对 ， 其 差 缘 为 2， 每 个 数 的 素 因 子 个 数 
皆 不 超过 9。 


$7 


BEAT AH up ELDER UT] e AS BT Fk Bp E R AIA Ja, 
Fel a f e goo TBD Ef. 
我 们 用 下 面 的 不 等 式 
NCGA^,D,x,ai, Pigt Gry Prs Any PrN CAS 
D,x,ai,pi,:,0,, Pr), 


或 简 记 为 
ND, x, Pisto Brot Pa DSN (D, x, pi, Do, 
(31) 
Wb rn. 
我 们 亦 用 公式 


ND, X, pi, DH = NOD,x)— Z NO p.20 


+ 之 ZNOp p bos Dia) " (31) 
为 了 估计 第 一 个 和 ， 我 们 运用 (31) 及 (3 ) 。 继 续 这 样 : 
做 ， 我 们 得 类 似 于 《14) 的 公式 ， 
ND, xs pi PIS f) DEL EX 


xr dra 


bar 
ZE ,t+ ee 
baps azr oc<a c«h PoP aqarbca c«b dcc 
も で 7 est b<re<tad<t 
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A sap (32) 
DENN | , $2 


或 者 简 记 为 
NG,x, pi Dr [1-$」 +S- + t+ RR, 


此 处 表达 式 
E.,-21-S, tSa—-:.S$,, 

用 图 形 
CO-i 
一 
一- 一 
VLLLD——3 
ーー 

Fs 
来 计算 。 . 
用 与 以 前 相同 的 方法 得 


Ema < lmp Em + ( eloga, )"* * 
- 2 


, 
特别 有 
E <H, + (g2 ) 
F - 
E< T[i +a, ( 9889) rat ( Hotte ) |. 
继续 下 去 ， 我 们 得 
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E,«I l, £ ta. ( iege ) 3 


` + a, ? ( 1084s ) 十 | 


或 
a. ( eloga, ) 
eoe 
(33) 
此 处 a. ( logas ) < 。 
特別 取 
a=3/2 与 @。=1.51, 
出 得 


万 。 ぐ 1.505 (1-4 )- 0-4). 


为 了 研究 E, HENA R) ， 我 们 考虑 下 面 的 乘积 


(に まま (ュー 計り) 


如 前 一 样 可 得 


R< pr? dr to pr a” <p ei = p.9. 
我 们 可 以 给 32) 以 下 面 的 形式 


X 
NOD,xs pi o gy 1.505 (1- 上 ) e 
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(1-2 ) + prey 
故 对 于 所 有 rf 之 e BA 
ND, 2,233 POLA 1.505 (ュー ユエ ) 


2 
(1-4 ) -- i) +2°p,%, 


HX, 我 何 得 


N(GD,x, 252,575 D. ES TR 十 2° の 。9 


WMA roc 皆 成 立 , Where, 
特别 取 pr = PON x). 则 由 切 比 雪夫 定理 可 知 
TV x «p v x, 
所 以 对 于 所 有 xx. RNA 


ses T/T 6.5% j| gets 
N15 % 525350, が (2 vx D ux +2°T x 


-8 
7 


«X (34) 
运用 不 等 式 GO 可 知 ， 对 于 所 有 xx. 下 式 成立 
NG,x,2, £67 x DENG,x,2,7 が (5 ジャ )》 


e D(oT ye _ 7X 
«N(1,x,2, p(2 vx) logx E 


特别 地 ， 对 于 所 有 x 之 x。 有 
a(x)-a(7 x )*t1« 


7X 
logx * 


此 处 x(x) 表 示 不 超过 x 的 素数 个 数 。 记 以 
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8x 
Torx 


ux) tx 


* 


与 引航 定理 相 比 较 ， 我 们 得 


x . 一 7X 
fogg Cb PO V XS log (35) 
当 我 们 在 x 个 数 中 去 掉 2,3 00 v7 x ) 的 倍数 后 ,总 可 


PESE MET SETA MNA | 中 前 一 


し jog ogx ” lozx | 


数 ， 其 中 xx, 
最 后 我 们 来 研究 麦 尔 林 第 法 ， 我 们 得 到 类 似 于 (33) 的 


E,< (1- を か -2.\y , g。*(eloge。)? ) 


/ 1-a,*(eloga,)? 


特别 地 ， 取 l 
a=1.25 与 a,21.2501, 
则 得 


E,<1.82 (1- b, )… ( 1- -2 ) 。 
如 前 一 样 ， 可 得 
P(Dix 43559009 0) Ty “1 .82 (1- 2)(1-2) 
EDS 


或 
ee 1.6% — 8 lo 
POD,x,3, 5,7 PrI< DUlogp.)? 3 Pr, (36) 
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WU rcm, Hbcce 096 . 


选取 p, = plax TT) 则 对 于 所 有 >x RATT 


ュー bx T Dt 
Pp, 4,2,3, Pp(2x 1!) ) < deg: 


— 195x 


1 
+3 +l yli< X 
37 * D(logx)?? 


运用 不 等 式 
PCD,x,2,3, POV x IKPCD, x,2,3, PV x 
及 等 式 
Zx- 207 x +2) 41 = PC2:52,8 PCY x 2, 
此 处 Z(x) 表 示 不 超过 x 的 挛 生 素数 个 数 ， 及 此 处 我 们 取 0 与 
2 作为 划 数 的 起 始点 。 
我 们 则 得 


_ 195% — > 
Z(x)< a(logx)? +/x+2, 


ti 


= 


100x _ 
(logx)? * 


Z(x)< 


对 于 所 有 xy>x。 成 立 ， 此 处 x。 表 示 一 个 可 以 决定 的 数 ， 
及 Z(x) 表 示 不 超过 x HEAR WTR, 
编者 注 ， 编 者 对 原文 中 的 某 些 公式 作 了 一 些 修改 。 
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7.。 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 筛 法 的 新 改进 
ILI 


在 1919 4E, 布朗 [1] 给 出 一 个 方法 ， KRAER M AE e 
氏 筛 法 用 于 一 系列 数论 问题 。 

布朗 证 明了 存在 无 穷 多 个 整数 对 满足 1) 整 数 对 中 每 个 
整数 均 最 多 只 有 9 个 素 因子 ,及 2) 每 对 整数 之 差 均等 于 2, 此 
处 2 可 以 换 成 任意 偶数 。 l 

布朗 也 证 明了 每 个 大 偶数 都 是 两 个 素 因 子 个 数 不 超 过 9 
的 整数 之 和 。1924 年 ， 拉 代 马 海尔 [22 将 上 述 结果 中 的 9 BL 
进 为 7。 在 1930 年 ， 我 已 能 将 7 改进 为 6。1932 年 , 埃 斯 特 曼 
也 做 到 了 这 人 一步。 

本 文 ， 我 将 给 出 这 些 问 题 一 个 新 的 处 理 ， 使 素 因 子 个 数 
降低 到 5. 用 更 精密 的 积分 迭代 ， 素 因子 个 数 还 可 以 进一步 
减少 。 

我 们 研究 方程 2-n'-n"5aN =n +n HARA, 
此 处 s 与 %” 的 素 因 子 个 数 被 要 求 不 超过 一 个 固定 常数 。 布朗 
与 其 后 继 者 考虑 的 其 他 问题 也 可 以 类 似 地 来 处 理 。 

同时 ， 我 得 到 了 上 述 方程 解数 的 较 好 的 上 界 估 计 。 

引 1 与 引 2 给 出 的 估计 是 由 普通 的 布朗 方法 求 得 的 。 

有 别 与 其 他 工作 者 为 ， 我 将 要 在 这 里 给 出 充分 接近 的 上 
下 界 估计 。 本 文 的 基本 部 分 已 在 我 的 文章 [3] 中 作 了 氢 述 。 

1. 我 们 用 Po VERS 的 非 负 整 数 个 数 ， 这 些 数 不 
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包含 在 下 面 2r+1 个 数列 中 的 任何 一 个 之 中 

Go, Got Po, Geo t2Do,'" 

Gis Git hi, Gi 十 2 力 ]，… 

bi, b+ の 」。 りす うか 」 ッ て の 

(D 

Gry artpr, a +2pr,*" 

brs by + pry b.t2pree 
it, b p, = 2,0a,«2, p. Hy KM, 具有 次 序 3 = ヵ , 
<r Spry, 0 ve o«b, MAL bi, 及 指标 oğ 
示 (1) 中 整数 集合 gq; 与 

引 1。 若 p1=3, Day's bs ABER x 的 奇 素数 ， 则 


cx 
log? 


对 于 a; Sb, do EURA, 此 处 是 一 个 常数 。 
依照 上 面 引 用 的 拉 代 马 海 尔 的 文章 可 得 
这 -~ Xm. 
P, (2, x Puy p) IE-R, 


Palas xi io) 98 


此 处 ngs uos 
= A 22 
F= (1- > か + 之， x. Pads 
(ュー 2 >} E > mE > 
1 <e<2 Pe 148 ir Er ECT, 
し ーー る _ 1 " 
すく の < テム nerd? 22 1e 
RRERKE pHi --- POLIS 


“Ths + 


arar Eon 表示 <x 10 最 大 的 素数 。 命 pr 表示 
<x Civit 的 最 大 素数 ， 此 处 2<k<t-1, 
B= me Bh=Ve e. 


1 
其 中 * DERRATE ERIP < oo<pr ，. 
1 


t+ 


当 7+1 ぐ SSz 时, 我 何 取 pee =p。 ,及 De = P972 


4MR=1, 2, on ij, RUE, RARE PRETZ M, 
这 些 项 的 分 母 只 含 指标 大 于 ”+ 的 素因 子 , 即 分 母 最多 含有 
2 を +1 人 素因 子 。 RDA E.-E, R 
E,-21-E? +e EQ^- EC +p, 
We PORE, PHRERAE ;个 素 因子 的 项 之 和 。 
命 5《 表示 数 


_ 2 235020 .2. 
peo pr +2"? pe 
PHL を 中 1 k 
的 i 次 初等 对 称 函 数 及 
IT, = Hn (1- 2 
im +1 Di's 
+1 
则 得 不 等 式 
Er ZEH iri Drg (2) 
此 处 


Py = SEO 4S GHD BOD et SQ En 


Ori, =0,%4k+1>1, (3) 
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E>- Sr. u) 
不 断 应 用 不 等 式 (2) 与 (4) 可 得 


= eee Ll [CNN ng 
E-E,Il ll, IL(1 站 Se- pig 


ee ee 
Hin, P’ ). 


选取 oo 使 
"1 
S{P=2 Wi j «21025 «0.518 
Qe rl Lg 


(12i 


il 


2<k<t). 


特别 地 ， 
SQ 0.903. 
所 以 
TT 
H^ 7 hx ) <(2 2) «1.675, 
1 i _ 2 
n dio i) XV (2 る の ・ 
A+1 
将 五 (表示 为 


EO sSO4S0-D EO 4.4 50 EGCTD 
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+E) G =1。2。… 2 たよ 1, 万 (2 ) 
Ent. 


FiP-sSf)Xzae d (i=1,2,3), 
所 以 对 于 所 有 heu-iWd 
EO «2,14-1 e? 7n 
. ok 4! ? 
及 由 (3) 得 


Qa 2r a uae TD t poseen. 


因此 
p=. _ 1 
j + TF の 。+… ぐ 2。14 (e? 5) 1 
ht e 
2. m teile .) 
= 2 _ 2. Le? y! 
=2.14(e*-5)e me =) <0.0087， 
及 
- Jl (go 
i i +@)>0.98. 
id 


-]i -2 
A lim (aloelogs+ m tos 2) 
H n 充分 大 時 , BNA 


A 
Ii, = [ -2)- TAN 
1 II 。 Hy d 100 log?x 
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此 处 c= 4 0.4161" 
R 不 超过 表达 式 
1 rt 25 B rit 2 B a2 i 
M を bs IE xz) 


RL (Or, +1)? Ora +1)? Car. D? 
< ph; prep? Aix dox 10R x ye 
"n á + ot 一 1 


WIL EZ 50-999, HEHEHE © 充分 小 ， 所 以 
D 

因此 

| Poo) 985 ii ers ron. 


Blo f 1 CX X 
2. P. vex " log?x *O( ross )- 
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用 同样 的 记号 可 知 对 于 3 = pie pex 5 有 
P, (x, x <P B+ R41, 


此 处 
E=- D2-B2)- EVD 
asri fa ^ baal axri5«:10«72 
235 (1, wv NÀ 
Boos o Zp, / 


_ 1 
Mp r> >r >, pa JK gm XG Mars, 
° J =e ox 
"pe«Reug 1B, fp. EPEN on TI 的 最 大 素数 ， 此 


B= -Rhe e-e, 其 中 4 适合 站。 <o 
C11 

Spr Miti<h<m 时 ， RX de = Pr Eb ch 
则 

E51- ELOV + Ff) - + FP OSESE), 

E,-E, 

及 

Emel ErtDirl, 
此 处 

DD 4S GPO RO +. 

+SEE OP 4.20," 87t 

及 


E, <M +S 9, 
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不 断 地 运用 上 面 的 不 等 式 可 得 


= ff T H (3) dl 
E = EnH: Taf 1+ tg + Tra? 


— l 2 
+ ndum ). 


选取 De 满足 
1 
SID=2 Ww 六 - <2 iogz3<0， 2453， 
C= wei? 
€1)3 
sp «C0.0025, 


" H (1-2) e(28y <1.28， 


qmr2+1 Da 
M kon, Si^ 与 元 的 估计 类 似 于 引 1。 现在 我 们 估计 中 


i 如 下 ， 
D, = SD + S(OE(D + SME 0.00154, 
FSO =S 4 ENI ご 6.746 
ESD -SLOD 4880 FO 4 FO) «0,278, 
ELO =S 4 SLO PCD + T(D E(? ご 6.068, 
FLO ED -S(DE OP) - £ (P E(2 ご 0.012。 


ERES aus GG -1,2,3,0 T4 


2( -2) 


Ek «4.456 k G=1,2;, 2k), 
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の へ 4。45e ?€ -2 ile (e*—- 5). 


因此 
p=. 1l. 
ius t5 * Wa Hs 万 すく 4・45 
2 v/e? , Sed 
(e* —5)e ' -十 Sq ) 
5 
-4.45€(e? — 5)e。 cac j "<0. 0074, 

及 


1 SD + 1 の 。+ の )<1.016. 
IT, 


由 mm 的 定义 可 知 ln 等 于 
et 1 
3 - all m (1-4 )= 100 log’ x +o (as) 
MERAY e, R 可 以 估计 如 下 ， 


2 2 .2. (キー) 
R< Ajx 1090x108 y1075... 2 4, x 6 な (4ー1) 


*9999 — LLL 
<A,x 0*9999 -o( = )・ 


所 以 
Ah cx x 
Py (x19 <101.6 Tog?x +o(—*_), 


log?x ; 
此 处 c 为 一 个 常数 如 引 1 所 示 。 
引 3。 命 4 与 2 为 两 个 常数 或 依赖 于 x 的 变 EG Hu 
2<x 委 so 委 4， 此 处 4 为 一 个 常数 则 
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fv トド アー y 


1 u U 1 
(tos; Lites us 
证 明 类 似 于 文 [3 中 的 一 条 引 理 的 证 明 。 
2. 现 在 考虑 函数 P (osx “ )(a<10) 。 显然 当 


2<a<lo 时 有 


Po( x,x* ) «P, ( ,x11), (5) 
P.( x,x 4 )=0. (5a) 


由 引 1 GARE Go 可 知 存在 非 递减 函数 4(c)， 它 是 连续 
的 或 在 区 间 2SSesS10 中 仅 有 一 个 第 一 类 不 连续 点 ， 使 


P, (x, * > が Ko) に Big tO sete ) 


对 于 o 一 致 成 立 ， 此 处 c 如 引 工 与 引 2 定义 。 
例 加 , 4 Co) 定义 为 
4(a) =0， 当 2<c<10， 
A(a)=98, a= 10. 
由 引 2 与 (5) 可 知 在 区 间 2SSes<10 中 存在 一 个 连续 非 递 
减 函数 4(c) 使 对 于 任何 @ 皆 有 


Pa ( xax に の (a) ioe? x +O sess ). 


作为 例子 ， 我 们 可 以 取 
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Aa) = 101.6, (M 2S@SS10 。 
我 们 用 4,(c) 5 4,(c) 表示 具有 4(o) Aa) 相 类 似 性 
iy pa He 
定理 1。 優 定 和 (ec) 与 Aa) HARE RAE 
3A. Wm 
V (a) - 0, UM 2a, 


^ 6-1 ~ 
(a) =4,(B)-2 | UO 2 1gz, 


M 3 和 r<o<<10， 


定 叉 前 函数 Ca), Wee 有 为 满足 sc<:O<10 的 任何 数 ， 亦 是 
-一 个 4 一 函数 ， 即 到 (cc) =A lae 
首先 注意 P. Gopa Pip) ZEA, Wer 
数列 
Ary Get Pry G 十 2 力 - 
bey b,tp,, b,t2p.,- 
但 不 属于 (QD) 中 前 2r 7 1 PBT, IY 


G.*kp.-a, *npi, ji) k=a';(modp; iS 10<h ya 


a; Di», EG a. t hp, =; tnpi,J Ra, (modp,), 
izi0 «n. 因此 数列 rar t+ Prosar +t 2pr, 中 不 属于 
《1) 中 前 2r- 1 个 数列 又 不 超过 xx 的 整数 个 数 等 于 不 


超过 -= 二“ 的 整数 而 又 不 含 于 数列 
Gis aitpi, ait+2pis, =0 1 7 一 1， 
bis b; * pl, b; 2 の ッッ 1-1,2,-,r—-1], 
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者 的 條 数, MEPL (575, p, 小 此 处 ov 表示 整数 0 与 


b, 的 集合 ， 
类 似 地 ， 含 于 数列 br,br + prb. *2pr, 而 不 含 于 数 
列 1) 的 前 2r 一 1 个 数列 的 不 超过 x 的 整数 个 数 等 于 
/x—b, (Xx —a. X 
Pe Up sp.) PaL PESO RAST P (= 2b.) 
RASEMEL pu (p Pe ( ,bp，) 的 情况 
Or pr | pr 
FEW 
我 们 得 
x 
Pat, paa) = Pul%, Pr) 7 Po: (5 pr ) 


- Pe; (op )- urs (6) 
此 处 Sur 2. Dts Dia gee Dr Ay! 与 Xi/ 之 间 的 所 
有 素数 ， 即 
1 1 

x 6x DI Dig yr a XT Dot. 
则 

P, yz の = P(x, の ,+ ュ ) 
与 Po (x, x8) =P, (x, pe). 
不 断 地 运用 Co 可 得 


Py (x) =P ex) — Die 


i n OF 
PIEPi 2 
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Pw (= bi)- Zu, (7 ヵ 


此 处 Zui=0 (wx)，。 
为 了 简单 起 见 ， 今 后 我 们 赂 去 指标 i。 命 


Ws=Q+ 全 -1G=01 9m) 


_ ュ 
此 处 cllogx<nm<cslogx。 对 于 给 予 满足 Y“s+i+1<Db 


EE! _ PUN 
«x “+1 的 素数 p， 我 们 有 
x 
log— 
a- 1&u,« P «tu ISO-1， 
log 


CARIZ 之 0d. 


u usl 
2 Stl poy 


log. - > 
X Ar p ro 1 T 1 
2% logp Pyaith 并 
" a pew 
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| 
m "EL 
log? > 
plog b 


及 由 引 3 得 - 


IR JG 


* 170・ 


x f, ou Hog. — HU. 
gc A Cu -一 一 | 1og- +1 + cte) 
T 2e, (ur 41) log?x X 8 Us sU. 1 
+0 ( -—. (log +14" +17 ) ). 
log?x u, Hsdbs 1 


rot "ED 
x V u, 
一 Tm logy eH +1 M ( log PE 
u Ua à jp y l 
+ 413 — 7s 十 
UU +4 9 (ca 之 
u bi u +1 74s ) ) 
(log u, "M 。 
n-1 
$T AQ.) ( log: pog cs ) 
tw0 us HU. | 
B-1 。 
= | ke) ( dlogz +) +0 (i) 
a] 之 n 
6-1 ` 
=f 4G) 314240 ( で ), 
nd z logx 


n-1 


D (logit 71) 200), 


"m 8 Usuety 


Bru 


«oc, * [^ 2414, 
Pe log?x J ui An) dz*O iss ), 


4 の = れ ( の -2 | AC) “las, 
定理 证 完 。 
定理 2。 命 4, (OSA (c) 为 两 个 适合 上 述 条 件 的 函数 。 
则 由 
ola) = A,B) - 2 NE A; (の gz (3<¢<10), 


定义 的 函数 ola), HAE BABE SS が SS10 的 任何 数 ， 亦 是 
一 个 .4 一 函数 ， 即 o(a) = 4,442). 

定理 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 是 完全 类 似 的 。 

命 <10 。 命 イイ 。(o) 与 4,(a) 为 区 间 oa 中 的 两 个 
函数 满足 

Aola) =0， 当 a<p, 

4。(B) 等 于 一 个 正常 数 ， 
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A (a) = 4d, (f, "eas, - 
不断 后 用 定理 1 与 ?， 由 4。(a) 与 4。(a) 出 发 可 得 


太一 人 
Zipi) 5 A,€Q0 一 2 [us oL 2», 


8-1 
Aina BDA- | Zoo Shae 


8-1 
- AC) - 24,8) | tt ly, 
8—2 X 


8-1 | “1 マキ 1 


8 2J)a-1 X? 


+44;(ß- DÍ 


ELE (i9 0,17), 
此 人 处 对 于 所 有 i, ACB) = A.B) À: (A) 2 ACID, 及 当 y< 
Brit, 4:09)=A,(8-1), 
4 sS/<<10 时， 上面 表 达 式 中 ，4,(8- 1) 的 系 数 小 子 
1， 因 而 经 过 逐步 迭代 后 ,我 们 得 到 4(8- 1)， 它 非常 接近 于 
对 应 方程 的 根 ， 即 我 们 得 到 一 个 4 一 应 数 A,(a); 


Aay =A,(B-1) 
“Beaty 
AG - 24.0) | NN 


SEN P1731 xl. ッ エ 1 
此 处 7<a<B8-1 及 < 充分 小 。 
现在 ， 我 们 得 到 一 个 新 的 4 函数 (2): 
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+E, 


2- 


e-1 ー 
(お ー1)=4。(/) 2 | Ao) T1 dx-e 
: e-2 x 
E e= 
HAS fP)- Af- f tt dxe 


当 acp - MA.) =0。 


用 类 似 的 方法 ， 册 大 与 .可 得 天 与 不 ,等 等 .从 人.(10) 
= 98 与 .1.(10)=101.6 HR, VERZE RT. 


9.2 
101.6-2.93| Xl dx 
A.(9)= ーーー。 6 ng 8 0 
° - e+. yeh 
1 if 1 x yi dxdy 
+é=85.1; 


9x 


一 ` + 
4.9) =98-2°85.1 p b dx-e:=75.58, 


8 x 2 十 
_ 85。1 一 2・75。58 | CT lgk 
プイ 。(8) = cf 3 | 3 XY MT 


l 
1-4 2a xi y: dxd y 


7 
= 72.86, 


— 8 
4。(8) ニ 75。58 -2°72,83 [S dx — e," 


= 53.51; 


l 7 
== 72.86- 2:53.51 | xi 
ACT) ニーーー。 ュ ティッ UXXY v4 ーー 
1-4] | xi yè. 
= 67.58; 
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及 最 后 得 
16) 9 À, (8) 244, a. “tl dx es" = 0.03» 


ny 
Po (x, ci ) «o 03; 0 is 3x ) «a 
与 
P, (ox* ) SP (nn) <67.5815 
+0 (ios) 


对 于 o 一 致 成 立 。 

BIW ERNA a: = 0 及 bi = pt -2， 则 Pulse”) 
等 于 满足 4<x Ben 与 4+2 均 不 能 被 <x1。 的 素数 整 除 的 
整数 1 的 个 数 ; 即 存在 一 组 整数 "与 x+ 2， 其 素 因子 个 数 跌 
不 超过 5。 

不 等 式 (8) 表 示 这 种 数 对 有 无 穷 多 个 ， 也 就 是 说 ， RN 
证 明了 下 面 的 结果 ， 

存在 无 穷 多 个 数 对 ， 每 个 数 对 中 的 整数 乡 最 多 只 有 5 个 
素 因 子 ， 每 个 数 对 包 有 的 两 整数 之 美 为 2. 

假定 x 为 一 个 偶数 ，a; = 0 及 ;为 < 模 p 之 最 小 非 OH 
名 Ml ab E Duae BR 


中 ， lora X BBR - z 060 RE v(x)= IL こま Bg 
2 10 TE x E 
当 * Sa ) v(x) 
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-sco (1*0 gi.) ) .对 应 于 定理 1 与 2 的 结果 仍 成 
立 ， 故 得 

存在 常数 4。 使 每 一 大 于 4。 的 偶数 丝 可 以 表 为 两 个 素 
因子 个 数 皆 不 超过 5 的 整数 之 和 。 

关于 区 间 [2,x] 中 挛 生 素数 对 的 个 数 Z(x ), 我 们 有 


ZG 28.2 7 
og?x 
此 处 *>x。, 在 此 我 们 用 到 c= ”<0.417。 


5 4 x 献 


[13 V.Brun,Skr.Norske Vid,—Akad, Kristianaia,I, 


No.3, 1920. 
[2) H, Rademacher, Abh,Math.Sem, Univ, Hamburg. 


3,1924, 12—30. 
(33 A,A.Buchstab, Mat, Sbornik,44,1937,1239— 1246, 


8. 关于 多 项 式 的 素 因 子 
孔 a 


我 们 用 小 写 拉 丁字 母 表示 自然 数 ， 或 简称 为 数 ， Hp 
dS i 表示 素数 、 命 
P,(x)-a,x't*ta,x' ^!*--*a,,0, >0 (1) 


为 一 个 整 值 及 原 多 项 式 * 它 是 <<) PRE, BARE 
< 175。 


项 式 之 积 。 eM RAT T 6 het?" 
我 们 将 有 寻求 尽 可 能 小 的 整数 使 数列 
Piz), PaCQ os Paley (2) 
«IRE EAS 除 固定 素因 子 , 外 ,最 多 含有 个 素 
t. 

拉 代 马 海尔 [1 与 黎 切 [2] 用 布朗 第 法 处 理 了 这 个 问题 . 
他 们 仅 对 于 r= 1 时 ， 找 到 了 一 个 较 小 的 有， 对 于 1<r<n， 
我 们 亦 需 寻求 出 对 应 的 数 忆 。 本 文 将 给 出 >= 时 的 证 明 。 

假定 p 过 所 有 适合 

px pt (3) 
的 素数 ， 此 处 » 为 的 函数 ， 将 于 以 后 确定 ， 

命 d WEA d#0(mod p) 及 d 去 0(mod WEA. 
Na(dxsx*) 为 (2) 中 适合 下 面条 件 的 整数 个 数 ， 志 Pa(x)， 
=0(mod d),s50(mop p), 及 去 0(mod 12 7*1), RMT 
"DADA ran 及 x 一 品 时 有 


1 
N,O, x7)» C,-0.98xv'log"'x 
+O C? 


(x = v tilog™ 7!x), 


1 
N.(dx,x "EC, 1.016 vlog" 


v *i1log^'71x), 


4(2)7:9.99, 4(3)213.67 X(4222 17.50» 
X(522722.02,77 (4) 
此 处 Ce JA ROSCE. Pa id ERIC, 
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EE. Aran, WRk=otn We, Beko 为 满足 下 
式 的 最 小 整数 


0.98 
i. 1:016 (? * 1)>nlogx(n), (5) 


flu, n-2,k-6,n-23,k- 1057 4,57 15n7 5,857215 


假定 在 (3) 中 到 y=2x(n) 及 9g 过 满足 


1 1 、 
x"«q«(2a,x)"*1, qt (6) 
的 所 有 素数 ， 命 m 天 示 (2) 中 适合 
m<P,(«),m2o(mod5),m#oCmodt; *!), 


m0(modg?) (7) 
的 数 . 命 U 表示 整数 m 的 个 数 3,(x,x OO 的 下 界 估计 。 由 
于 M(xX, x*)- N (sx 7)+O(x 179), 所 以 由 (4) 可 知 
U 2 C,-0,98xv"log7" x + OC 2| log læ) 
+ OC(x すら )、 (8) 
iM (x, x? ) 表 示 适 合 )m 三 0(moda) 的 数 的 个 数 . 命 广 表 
示 2M nx t) LESE, Rata. WELL, 


<P ax x # ,所 以 由 (4) 可 知 
q 
V -C,*1.016 BX j"og-"x-O(xlog Tix), 
Ta (9) 
最少 有 o+ 1 个 素 因子 WEEL, 中 至 少 被 计算 过 
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e+ 工 次 ， 所 以 表达 式 人 = 已- ,了 给 出 适合 下 面条 件 的 


mi XI Fei: Bets 之 外 ， m RAR A OPRA F 
q, m RERA s EX Tax)! 2+1。 因 PP,(x) 的 每 个 
KERF, C4 x 一 ce 时 ， 最 多 上 只 有 一 个 求 因子 s， 所 以 这 种 
求 因子 s 的 个 数 最 多 为 n。 因 此 若 

0.98 (4 n 

1.016 tT D> Èy (19) 
Vp x oot 47 Aco, Bi È ~ lexi), 所 以 定理 得 

9 
参考 xi 


1] H.Rademacher, Abh, Math, Sem, Univ, Hamburg, 
ター30。 3,1924, 

(2) G.Ricci, I, Ann, Scuola Norm,SuP, Pisa, (2)6,1937, 
1—90, IL ibid,91—116, 

(332 P. Kuhn, Den Skand, 12 一 th Mat, Konzr; Lund, 
1953, 160 一 :168. (9ee Prod, Intern, Cong, Math; Amsterd 
.4m,2,1954,35—37) 

用 者 注 , 命 NOG Palsa N - x) xm d ny IN 1). 
BI FERS 77 EE BTA TEA Ca, 8) , GRE a tbe. 
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9. 一 个 素数 论 中 的 初等 方法 
Roe 贝 d 


下 面 我 们 概要 描述 一 个 初等 方法 ， 它 可 以 用 于 由 布朗 发 
展 的 “得 法 ?所 能 处 理 的 回 样 问题 ， 

假定 我 们 给 出 总 数 为 N 的 数列 a. 命 Nz 表示 不 能 被 过 
2 的 素数 整除 的 数 a 的 个 数 1，。 我 们 将 研究 寻求 Vz 的 上 界 
估计 问题 。 

当 1<v<<z 时 ， 我 们 定义 整数 列 4, 满足 =1 而 cf 
A, 为 任意 实数 ， 则 得 


Nz <>} D2.) - € àaÀa Xa 
a ele 5. 


PL. Pez iy 2 
Wb y RAR Av, 的 电大 公 因 子 。 
我 们 假定 当 o 为 一 个 正 整数 时 ， 可 以 有 一 个 能 证 整除 
的 a 个 数 满足 的 渐 近 公式 
21-45 ;N +R, 


ela 


此 处 R, 表示 余 项 。 我 们 进一步 假定 KKp) 是 可 积 的 ， 即 当 
Pi 与 ps TRER FPD SDE). Ay ORE 
BE o 整数 的 a 的 “概率 “所 以 后 而 的 假定 表示 当 (p1，ps) 


1) ”我 们 可 以 用 a 去 rp RRA gc キ 0(mod ヵ ), 此 处 p<? 
及 rp 为 仅 依 赖 于 证 的 整数 。 
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=I, CRIT" pila 与 “事件 "os la 是 独立 的 ,在 这 种 情况 下 ， 
RAIT 

= 1 /. =- 400 
P Resy s -2 TODS) 


+R, 2. 


A 


将 这 个 式 子 代入 关于 N.: 


(1) N,«N QA. 
i x. f(r) jo5 Foy fH 
+ > AviAyrR, 1 2) 
PL vaxz 
id 


4) = や Avy 。 “r2 
CN CD) fat 


我 们 将 决定 4(2<p<2) 使 Q 达到 极 小 ， 当 p 为 整数 时 ， 我 
们 记 


Po= Duos (5). 


a/p 
此 处 ud RRB MAR, 特别 当 a 为 无 平方 因子 数 時 
有 
fiCp)= fG» TT (1-445 ). 


P/n 


型 一 个 熟知 的 公式 ， 我 们 得 
f= DA= XS fto, 


PIR p/ry 
p72 
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代入 表达 式 Q， 则 得 
= fw Ay 
Q Zo PE e 


Pag 


当 1o N, id 


= Dy 


M Ly 
则 得 


Ay _ 
fo) Zio. 


现在 我 们 在 条 件 
MD PE 
之 下 来 决定 二 次 
Q- ost 
的 概 小 , 易 知 y。 取 


y= HO. 1 
"o fip) uiCo' 
Pee falo) 
时 ，Q 有 极 小 值 
1 
HCP) « 
eO) 


对 于 对 应 的 值 4,， 当 1<v<<z 时 ， 我 们 有 


fo» LI 


= 
(2) gio) fito») 


a fito) LET 
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_- 1 1 
FT (1 ic» ) Ere ) 
5 BE MU 


DONA 
- fp) ° 
p<, 
(o*r)21. 


将 这 些 4 的 值 代入 (1) 则 得 


7 1 
(3) N, < N 之 4 2i e 
HCO) 5 
baz fito) 


因此 若 当 右 端 第 二 项 不 太 大 时 ， 可 得 X。 WER. 


将 这 个 方法 用 于 数 a= n(n +2), 1<n<x, ear’, 
此 处 © 为 一 个 充分 小 的 正 数 ， 则 得 不 超过 x 的 挛 生 素数 个 数 
小 于 
10.6x 
iog?x 
这 比 用 布朗 方法 得 到 的 最 佬 上 界 更 好 ， 
基于 同样 原则 ， 我 亦 发 展 了 一 个 处 理 这 个 问题 下 界 的 广 
法 。 关 于 这 些 方法 的 详细 叙述 及 其 在 若干 问题 上 的 应 用 ， 将 
于 以 后 发 表 ， 


ーッ XZX.. 


10. 表 大 偶数 为 两 个 殉 素 数 * 之 和 
E 元 
为 简单 记 ， 我 们 将 下 面 的 命题 记 为 (a,5): 
每 一 充分 大 的 偶数 可 风 为 两 个 大 于 1 的 整数 ci 与 cz 之 
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Tl, ci He. 的 素 因 子 个 数 分 别 不 超过 a 与 2 。 

本 文 的 目的 在 于 用 作者 过 去 所 用 的 方法 1 2 ， 将 作者 
1955 年 的 结果 (3,4)52 pic (3,3) (a,b Kat 6sS5 )。 并 进 
一 步 运用 Byxmra6 方法 及 比较 复杂 的 数 但 计算 ,我 们 证 明 
TO). AE. RIRA A. 开 .Baaorpaxoa 基于 (3,3》 
的 证 明 中 某 些 数值 计算 的 错 员 ， 将 在 文章 下 指出 。 

本 文 以 表示 素 数 , ヵ , 表 示 第 介 奇 素数 。 

给 出 偶数 x Be Te SB Hl) — ALE Be 

(0) a; ai, b, (1«is«r) 
适合 下 面 的 条 件 
1) a-03k 1, 0<0,,6,;<p.,# pilx, Wai =5;, WH 
a, "xb (I<I<,), 
Hh pr <E<p ey . d PoOG E) 表示 适合 下 面条 件 的 4 的- 
个 数 ; 
(2) Ixn«x, nza (modo) , n=a,(modpi), n=b; 
(modpi) (1<i<r) , 

给 出 两 数 w>x>1。 以 N 表 示 适 合 下 面条 件 的 整数 4r(x — 
n) 的 集合 ; 

(3) 1<n<x,n(x-—n)#0Cmod2), n(x —n)#09(modp,) 
(i<i<s), 

此 处 Lpy 以 用 表示 适合 (3) 式 再 加 上 下 面 的 条 件 - 
的 整数 n(x 一 n) 的 集合 ， 

(4) n(x-n)-0(modz?,,) ASJ- s), 
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1 
此 处 p.ex" nui. JESNORMIBSSOUXMTX BH 记 之 
bl N(x, t)i M(x, x", x"), 
8| 1, M(x,x x, wy = N(x,x 9)4 OC 1-5) + O(x *), 
i L 工 
证 : V(X ーー M(x, x v,x HS 2 


> 1-7. > NEM 


[nee 
nlr- )-0(»odP ) Pt 


i 1 
(QpluS,« E |] oeno. 


GplxSr - E aem ez 
( 一 ) (mod?) 
ne 
i 
> ,Sr=0( > x n2 +O (Xx ) 
る サマ アカ ェ ッ の ua mru 
Peay 
+0 (D1) =x) 
i u 
+OCx"), 
引 理 证 完 


引 2. 存 在 适合 (1) 之 诸 整数 列 (@ 0r sg T s), WMP 
至 少 被 ! 个 pep) 整除 和 的 n(x 一 1) 的 个 数 不 超 过 
米 歼 素数 者 即 素 因 子 个 数 不 超 过 某 一 确定 限 之 整数 、。 
1) En-x-nfn(x-mcNGARMO, BI 3E n(x-n ) 
Bix-n')x-(Ox-n)215 &K—X. 
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2 X Pa ( ヵ を - xi) «Ocio», 


W: “4 1<j<t-s 时，M 中 能 被 p... 整除 的 元 素 的 集 
WAL; 实际 上 ， 醋 ; 就 是 ; 通 合 (3)， (4) 及 下 面条 件 的 
整数 n(x 一 nn) 的 集合 
G) n(x—-n)=0(modp +;). 

G2 p.a, lL RACER RAAB 


2. 1 2 0¢x 17), 


n od DD 


Gi) p 4: 二 xX: 由 条 件 (5) 得 出 nn 三 0(modps4;) 或 nn 三 Xx 
《modp,+;)。 命 ag 
€0,)a- 1,74 pi [x Hj, a, 7b, -0, d Wi] a; 70,0, p. x 
€Gnodp;), (1«i«s), 
BA D, 的 元 素 的 个 数 不 超过 2P。。 (5% xi). 


Sh. 


Pnn) EMAED A py MER, ma-n) 至 
少 属于 /个 类 三 。 故 得 引 理 。 
引 3。 命 c>1 为 一 常数 。 则 存 在 非 负 递 增 且 仅 有 有 限 
多 个 不 连续 点 之 函数 4(z) 及 4(z)(0 ぐ z<<c ) 使 下 式 対 (@) 与 
z 一 致 成立 。 
(6) AGO +0 sees) £P 0e z) 


<A(z) (SE 
og*x 


* 185 * 


CX 
+ 0( log?xloglogx ) (0 2c). 


= 27 ー。 1. ーー ` 1 P y 
RAE eso 26? (ュー ンー ye) 8 Euler 常数。 


此 引 理 可 以 立刻 由 Brun 方法 得 出 。 
基本 定理 。 命 2) 与 /1(z) O<) AAAS] 3 所 述 
之 性 质 之 两 函数 。 命 dodu 为 两 个 给 定之 正 数 ; m 为 非 


则 当 x 充分 大 时 ， 区 间 1<n<x-1 中 存在 使 1 (x 一 n) 不 
能 被 <x "的 素数 整除 ， 最 多 被 区 间 x *< bp<x tr m 个 素 整 
数 除 . 
u. IK 
(5) a71,75 pi/x Bl, a, =b: =0 EW a =0, b x 
(nodp;),i—1,2:-. 
则 得 NG xs)= pzGx x7. 由 引 1。 812,23 可 知 当 々 充 
分 大 时 ，M 中 最 多 被 m 个 p uu its) 整除 的 元 素 的 
个 数 不 少 于 
Ro od 
M(x,xv,x v) VLA. 
P. tir 


1 
m1 


Paj ( - .， x") +O(x E(x テテ) - 


«j«t-: 
petits 
= ん U)-— 1. KES z+] ご ) 

( Cv) +1 (FA) z? 

并 

CX CrX . 

ー M - + - 

log?x o ( log?xloglogx )>s. 


BO BB CM x 充分 大 时 ,区 闻 1n x — 1 中 存在 4 使 n(x 一 
n) 不 能 波 ご *y 的 素数 整 除 。 最多 被 区 周 xy ぐ ヵ s<yY 中 大 全 
素数 整除 ， 明 所 和 窝 证 . 

由 Brun-Byxutra6-SelbergjrikC BG ? ) 可 得 下 表 (8) 


| 1 | | | 
s c boe os Horn 
MEE cee n - ーー VU ー ーー ーー . 
Mao) -68.52511…43.0082 | …31， aaeeei "i9. 39023, ` 
Mac) …60.88817| che. 70925 9. 18109. 0 
出 表 (8) 经 计算 得 
2% 1 ( 92 +1y, - 
4(6) 3 上 Es ) 2 20.33829, 
a 
及 TER! | - 82 )2+1g, 5 
748) 5 A (E) zi dz>0,56125. 


Ax AE Ae ae BEC 3,3) Ca, bAa +b). 
进一步 运用 Byxmra6 方 法 《及 比较 复杂 的 数值 计算 ， 
表 (8) 上 的 数值 可 以 改善 ， 得 到 下 表 (9) 
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a s 7 7 E 6 H 5 
Ma) m 103149- 50.529828.- 0897 e ド -34.89666 - 
ia) “63. 59931 "47. 471252} «31.004 45 13.61559, … 
由 表 (9) 得 出 
ig) - :| A (2 ) 告 1az>0. 43. 


故 由 基本 定理 得 出 (2,3)。 

最 后 我 们 将 要 指出 ALT Bssorpazos? X T (3,3) 证 
明 中 的 基 些 错误 ** .在 此 我 们 用 他 的 记号 不 作 任何 解释 ， 他 
得 到 
(10) 3.27 -271<0.3167, 
故 当 2 充分 大 时 ， 


an eCuY zu duce" (3, 2 チー 211) 


+0( 上 jog ー) <o. 5。 
男 一 方面 ， 由 于 (4) 是 非 负 递减 函数 及 1-e(2) = (4.5- 
4log20e7? ， 故 得 


x 2 
| eCu)(gu+ 10duz [ el(u) (2u+1)du>e (9) 


tes i.d 


(12) 


2 
| (2u * 1)du>1.5. 
E 
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FECL HAR. BE ae, PTE 


4 2 一 " efu) ay ot 
G2) 1。1) “| (iG) YTO duc 16.81 
1.55 
3 
-o CP 
-4| 0-5 say n * dus le 


1. 55 


RADIY XOT PRAE He Be Pn NT 1 SE 
参 考 xR 


C1) 于 元 ，1957. 论 他 法 及 其 有 关 的 若干 问题 ， 科 学 记录 :2 :1 卷 
139], 9 一 11。 

(2) 王 元 ，1957. 论 站 法 及 其 若干 应 用 ， 科 学 记录 新 辑 1 卷 3 项 。 
1—4. 

(3J 王 元 ,1956, 表 大 偶数 为 一 个 不 超过 三 个 素数 的 乘积 及 一 个 不 
超过 四 个 迷 数 的 苹 积 之 和 ， 数 学 学 报 , 3,500 一 513.。 

[4] Byxma6,A.A.1940。 〇 Pasnomxonun JeTHHX Uncen 
na Cyuuy [ayx CraraoMHX c OrPanuuouugu Wducauou Mg 
-~omutenen, JAH CCCP, 29, PP,544—548. 

(5) BunorPanos, À,H, 1957, 1 Pumucreuno €(s)x Pemery 


SParochona, Mamem,c6,41;1,PP,49—80, 


*) 我 收 到 通知 ， 他 亦 发 现 了 该 错 并 作 了 更 正 ( 见 Marom 
6,No41(83):35415,1957) 。 作 者 于 1957 年 9 月 6 日 。 


e 
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表 偶 数 为 一 个 素数 及 一 
个 殖 素 数 之 和 


11、 表 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 


Hh Æ 


关于 去 偶数 为 两 个 崇 数 之 和 及 表 奇 数 为 三 个 素数 之 和 的 
问题 是 1742 年 可 德 巴 赫 与 欧 拉 通信 中 提出 来 的 。 

#6193746, K. dé. RAR KARTS 
和 的 估计 方法 证 明了 关于 奇数 的 哥 德 巴赫 定理 ， 在 1938 年 ， 
朱 达 科 夫 [2 应 用 维 庶 格 拉 人 条 夫 方 法 证 明了 几乎 所 有 偶数 都 
是 两 个 素数 之 和 ， 其 他 类 型 的 变 体 结果 则 是 布朗 [3] 在 1920 
年 得 到 的 ， 他 用 初等 的 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 得 法 证 明了 每 个 大 偶 
数 都 可 以 表 为 两 个 列 素 之 数 之 和 和， 即 2V = Pi +P, EEP 
与 己 :最 多 只 有 90 ARAF. 

一 个 条 件 结 果 是 艾 斯 特 曼 忆 ?在 1932 SEVERIN. BI fj 不 
大 偶数 是 -一 个 索 数 及 -- 个 素 因 子 个 数 不 超 过 6 的 殉 素 数 之 和 。 
艾 斯 特 坚 的 结果 是 基于 假定 所 有 狄 里 希 勒 了 -级 数 著 名 的 


1) 9 可 以 换 成 4， 见 拱 尔 拱 科 夫 斯 若 [4] SHY BH 
53. 
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未 被 证 明 的 黎 曼 猜想 之 下 证 明 的 ， 本 文 ， 不 作 任何 假定 ， 我 
们 将 证 明 

定理 1。 每 个 偶数 都 可 以 表示 为 2N = p+ 了 了， 此 处 上 为 
-AKAM PA PRE BM 已 最 多 具有 天 PRAT, 
此 处 上 为 一 个 绝对 常数 ， 

本 文 仅 给 出 证 明 的 主要 步骤 ， 详 细 证 明 将 于 另 文 发 表 ， 

黎 曼 猜想 可 以 用 关于 上 -级 数 零点 的 一 条 新 定理 (定理 2) 
来 代替 ， 这 条 定理 是 用 林 尼 克 的 两 个 方法 来 证 明 的 ， BAS 
法 572 与 合 守 其 文 [82 中 的 方法 。 

为 了 叙述 定理 2， 我 们 引入 森 些 定义 。 习 知 模 D 的 gC(D) 
企 特 征 中 前 任 何 特 征 下 可以 唯一 地表 旋 模 的 素因 子 的 特 征 
之 积 ， 此 处 D 是 一 个 无 平方 因子 数 ， 因 此 车 D= pa, Ab 
为 一 个 素数 及 Cp，9)=1, WE D ij fg—^ PRAE S69 TO d 
VIER Zon) = xs(n)z,O0,. IEAk xoGD xn) 分 别 表示 
i p IM a ZRI. E xr(n) 非 主 特征 ， 则 称 xp(%) 为 关于 
力 的 原 特 征 。 显 然 ， 若 关于 的 毎 邊 素因 子 。 xo) 都 是 
不 特征 ， 它 就 是 通常 意义 下 的 原 特征 。 

定理 2。 命 9 为 一 个 无 平方 因子 数 ，A 之 C1')， 
k= OBI +1 及 hlogs4。 对 于 所 有 适合 4<p<24 及 
(pq) dp X dim 除去 不 超过 A “个 这 种 素数 ， 模 
D= pa ity L- wi EK 

L(s,7) = > «UD. (s=otit), 
0x1 


1) C1,Cs，… 均 表示 绝对 常数 ， 
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此 处 x(%) 为 关于 p WISTE ER> ~ 3° 


+1 
log? D 中 没有 和 零点， 其 中 8>0 为 一 个 常数 。 
俩 如 ， 由 引 2 可 以 推出 存在 无 穷 多 个 素数 Pie Day ory 
Pas EM Xn) 非 主 特 征 模 p. 时， 当 's=0o+it,0 之 1-0/2， 
It] «log? p, 时 和 有 上 (38,X) 志 0, 此 处 6>0 为 一 个 常数 ， 


its 


命 
H(2N)= > ogee - po) 
o 2v 
(2:—', 2)01 
(1) 
此 处 B= H pRRW- THE du 
e; <P (ax) 
logx 
Po(x) = logprexp( = p28 
"NP 
Pel (20 30) 
ーー の og + RoCx), (2) 
此 处 (I, Q -1. 则 由 布朗 方法 可 知 
T 
HN = EUR (2N)], (3) 
の 


此 处 集合 巨 的 定义 为 ， 车 ee pe INDY =, 
ME 含有 形 如 Q = pi dap 的 无 平方 因子 数 ， 其 中 た 
1,25. 

如 果 我 们 能 够 证 明 当 入 之 cs 时 有 H (2N) 之 0， 则 定理 
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1 对 于 大 = max( 尺 +cs;c4) 氮 立 、 因 此 问题 归结 为 合计 


ZIRON). (4) 
Q B 

我 们 将 证 明 
È RN I< dr * (5) 


为 了 估计 (4)， 我 们 由 定理 2 来 推出 定理 3。 
定理 3。 命 91 是 一 个 无 平方 因子 获 数 ，A 之 ci 及 
exp((ogx)*/5)« Agi x. 
命 tı 5 T0801 og Pa. +1, 此 处 pi 为 素数 ，4< bi<24 及 


(51,931) 51, -— . JW Se RELAX 数 , 


. . . p logx 
之 X Cp)ogp exp( 六 ) | 
81 
XE Te (6) 
此 处 x(n) 为 模 か 9 的 特 征 。 ESF 力 为 原 特 征 , 及 010 


为 一 个 常数 。 
容易 由 定理 2 及 熟知 的 李 特 伍德 公式 ( 见 C82) 推 出 


DAW) x(n) eF 
1 


B 1 2 fo 了 . s 
~ Oxi | p S70 SNY ds, (7) 
从 熟知 的 梯 其 玛 奇 [9]， 帕 奇 [103 与 西 革 尔 [11] 的 结果 


可 知 


* 193 + 


_ X 
Bola) = S ODytogx 

+0 (xexp( -cov Togs ) ) (8) 
对 于 所 有 り <exp(c。 ソ 1ogx) 成 立 , 最多 除 控 基 整数 りり 的 
GRD, か , 基 可能 存在 的 。 


当 D, 1D 时 有 
= ( ー [oy 
Pp(x)  o(D)logx * O( xexpt Cev logx ) ) 
Cs 
po 
+0 (ty xt )， (9) 


此 处 为 任意 正 数 及 (C。 仅 依赖 于 e. 进而 言 之 , 我 们 需要 布 
朗 梯 其 玛 奇 公 式 ( 见 [9]): 


Pp (x) = 


对 于 DSV x 一 致 成立 
研究 和 (4)。 命 2W=x 及 > 


S= Explo ‘exp( = po Tog. y aD 


Ost) (10) 


车 Qe exp{ logi)! ) Qo pig, Hab Diy Q 的 最 
HBT RETR S BX TRES M Mi 


Po(x) = Oy LHS: Cx)» (12) 


Gy 


D DAK, Ext i L-ARERRMO>1-%r/VYlogx 
中 有 西 草 尔 零点 p=0+it。 
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可 得 


~ d | 1- 5, 
Polx) = sees Par (x) 409 Eu). (13) 


这 个 手续 可 以 对 于 qi = pede, Q= pods 等 加 以 继续 ， 
直至 经 过 一 定 步 又， 例如 s 步 ， 之 后 ， 定理 3 的 条 件 对 于 
Qs 7 Dorr 95+: PMRW. WA gs く exp(logx)*75。 我 何 用 (8) 
3X C9) TY qs = exp(logx)?/> & pag — M RR ZUR 数 , 
3 11H31 C100. W C40 的 估计 妇 结 为 下 面 四 种 项 的 和 的 估计 ， 


I. exD( 一 ce ソ logx ). I 


f [6 


1 
"oD ~ 7° 


x r 1-1 
I. eG» * N. x ki la 
类 型 I 的 项 的 和 明显 地 有 OCN /1og* N), 
类 型 工 的 项 的 和 不 超过 
1og3W・exp - logD, — log N). (14) 


B 
1 J 


RD: 的 值 是 未 知 的 ， 但 我 们 可 以 证 明 对 于 1D, «oo, 
N>c, 及 2=!/s，(14) 的 极 大 不 超过 N/log3N. 

在 估计 类 型 下 的 项 的 和 时 ， 需 注意 对 于 任何 g， 在 任何 
ER] CA, 24 中 被 除去 的 素数 が 的 个 数 不 超 过 4? *, 所 以 


1 log?T — 
T アー ニュ ト アデ cs 。 (15) 


PaT T'^ , 
最 后 ， 下 述 关于 巨 的 初等 性 质 对 于 类 型 机 的 项 的 和 的 估 
计 是 需要 的 。 整数 Q = ヵ 的 个 数 ， 此 处 为 Q 的 最大 素因 
子 ， 它 属于 E 并 满足 «aU (k 为 整数 之 1) ， 不 超过 
C2N) OF Rak? 。 
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因此 我 们 证 明了 ， 对 于 充分 大 的 证 当 入 cs 时 ,任何 
类 型 项 的 和 均 不 超过 N/log3N, 即 


S| Rl2N) | < "al N>ca. ao 
QE 


og?N' 
由 (3) 与 (16) 可 知 当 IN >c BET; HON) es N log? N, 

HFE. 方程 2N = p+ 了 的 解数 不 小 于 coN /log3N. 
很 自然 地 希望 能 证 明 解 数 为 O(N/log*N) . 结果 减弱 


的 原因 在 于 我 们 用 和 Vlog p» exp( — p198* Wt ti Slog, 


从 而 使 运用 李 特 伍德 公式 时 ， 定 理 2 中 无 零点 的 矩形 的 长 边 
可 以 减少 。 

类 似 于 定理 1， 我 们 有 

定理 4。 存 在 无 限 多 條 素数 ヵ 使 = ヵ +2 为 一 个 殖 素 
数 ， 即 已 的 素 因 子 个 数 不 超过 -个 绝对 常数 ， 

定理 4 给 出 著名 挛 生 素数 对 有 无 穷 多 这 一 猜 的 一 个 迫近 
结果 。 
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12 表 大 整数 为 一 个 素数 
及 一 个 歼 素 数 之 和 1) 


ET 7b 


$1 


本 文 我 们 将 给 某 些 基于 假定 广义 黎 曼 猜想 成 立 之 下 获得 
结果 久 详 细 的 证 明 ( 见 [1]，[52]) 。 首 先 ， 我 们 将 广义 黎 曼 
35 UT Jis 
CR) FCRC UI L- ERE Ls, OWE BL s. 
di C 3 3E Hi C23 
CR*) 4a (O,b) -1, WW 
D 本 文 以 前 曾 在 “数学 学 报 ” (見 Vol。X,No、2, カ か 、 
168 一 181,1960 上 发 表 ; 但 附录 是 新 加 的 。 
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nik, D= DB 1= 1 


= py + OG! “logx), 


Paw 
P=} (uo dk) 


. _ [7 dt 
此 处 dixe [og 
现在 将 本 文 主要 结果 叙 于 下 ， 


定理 1。 假定 CR*) 成 立 ， 则 每 个 大 假 数 都 是 一 个 素数 及 
一 个 不 超过 3 个 素数 的 乘积 之 和 。 

定理 2 .假定 (RY 成立 。 则 存在 无 穷 多 个 素数 bp 使 
pt2k 最 多 为 3 个 素数 的 乘积 ,此 处 & 为 一 个 给 定 的 正 整 数 。 

定理 3。 BE (R 成 立 。 则 每 个 大 奇数 都 可 以 表示 为 
N= p+2P， 此 处 p 为 一 个 素数 而 P 为 一 个 素 因 子 个 数 不 超 
iia 的 殆 素数 。 

定理 4。 命 Zr(Xx) 为 不 超过 x, JEN (ゎぁ , ヵ +28) 的 素数 
对 的 个 数 。 则 


aTT 221 TT 1 1 ) x 
ZD 5811, IL 1 (p-1)? Tog? 
P-:2 


定理 1,2,3 改进 了 作者 [9 与 阿 。 依 . 维 诺 格拉 淋 夫 55] 独 
立 并 同时 得 到 的 结果 .在 这 些 结果 中 将 3 换 成 4 即 得 我 们 原 


来 的 结果 ， 
Park, DHR 
Poa = B e 3 logn, 


pat (we dk) 
则 定理 1,2,3 可 以 由 下 面 较 弱 的 猜想 (R**) 推 出 来 。 
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CR**) 命 X H modD 的 一 


个 特征 。 则 LO.) FEI 


t| xlog?D, ex (soci 


中 没有 零点 。 
本 文中 ， Do p's p',-- 


; 1, 了 2，… 均 表示 素数 
§ 2 


511. Æ x21E:oi, W 


> wren) _ 


Ceres ga 
CALCA) 。 
512. dp SR) = の ( ぬ ) 
pi 
D s. 
t kez fao 
( 2m] 


£0. logz * O(loglog3x), 


II- 


Da 
Pik の ー 


MK 


(1 * scs) 


logz+ り (foglog3%) 。 


证 、 命 v0-2]I-2—.m 
pig カー1 
> foo 5 Ex Te lg) 
1 :ks<e F(R) laksz p(k) d E 
(21021 Cx, 2y m] 
= n? (Ry 

P p(k) Zy ya) 
Che ty m1 
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= u’) P 
之 の (9) め (9) の (の 


(2,29 =l (0,20 V] 


— A^ (q) 


i の (9)@(②) 
(2,2V/.-m1 
| 220». log 

29 ツ 9 


+O(jog log69y) ] 


290») u*(q) 
2y 之 9 の (9) 


(2 。29 .=] 


logz 


T O(loglog3x) 


£0» 1 N 
H+ の (カー2) jlogz 


+ OCloglog3x) 

1 の ー2 

Pg カー1 

H (1+ 一 上 
の 2) / ^87 


+ O(logog3x), 


$3 


MSIS 为 两 个 整数 。 命 
(o) a,q;a; (<i<r) 
为 一 个 适合 下 面条 件 的 整数 列 ， 
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gulae 


or 


Q) qx, (aq)=1 # pily, Wl a; =0(modpi ), 
否则 ais0(modpi) (1<i<r), 
此 处 2« pie p 为 所 有 不 超过 上 而 又 除 不 尽 9 的 素 
数 。 
命 P。(x,9,6) 为 适合 下 面条 件 的 素数 p 的 个 数 : 
(2) p<x,p=a(mod q),p=ai(modpi) (i<i<r). 
则 由 孙子 定理 可 知 同 余 式 组 
y=ai(mod pi) (l<i<r) 
在 区 闻 ISIK bp; 中 有 唯一 的 解 ， 将 这 个 解 记 为 a*、 因 
此 P。(x,9,5) 等 于 适合 下 面条 件 的 素数 个 数 ， 
(3) p<x,p=a(mod q), p¥a*(mod pi) (1<i<r)， 
定理 4。 命 c>o 及 尸 = [le 。 则 在 CR*) 成 立 下 ， 信 


计 式 


PG, a, E) <- lix 
ec E 50 
= 
k/P 
(5, i pa 


* O(x!^logx:£?*]og?£) 
XT Co) SO, IAE fü) = eU) TT PoE, 
put 
Hid g(0 -9(0)0 71. X; ELR RIP, WHS 
可 知 
*€ ad 
pow の (9) の (4) 
Pea (mod 9) 
Pea (mod ky 


+ O(x!"logx), 
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f yoke Osa ntu 
THER iP 
“IP Ci, 9)m] 
Ch, Wim 


Jt4bdiP. W 
Pegs D a« B 


(E ay 
di(ho2* , P) 
(d, v)-1 

E > > ん Aa, 
2 1 ef do e^ 


* 2 
pea (modia, d, 3) 


= m la 
qq dr da ag? 
a,tP do! P 


1 
(pel (do 9) 1 


9(9」)9(d5) +0(x? "logx 


. 202* 


ise 


CrP 
(val 
別 
Mg(R) = 1. ulk) uu? m) 
, 5 2 f) fm) 
Qn, Emi 
(n, 9) =1 
= ユ u(mk) u(m) 
S P fik) “ 


cm oe! 
当 (d,y)-1 时 有 
> kg = さ > > 


IkIP aqtkirp m- 


《CA 
kaet cue? - - 
(E, y)o1 Corie (CS? TOS 001 


Cmk) u(m)- 
fonk) 


4 E mmo 


bietir 


Pre 
Q= > > ha Aa, g(d i) g(dà) 
: . 


2 P 
(ty. v)-71 C1, ,VV)=-! 


> fd) = 


dE Cue tg) 
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1 
= E が の ( = Ago ) = i. 
dug? 
Cyan 《 


da boe rm ADS dlP Eden 


E 


の に <H, = = O(log£), 
所 以 
R= O(x loge $2" log®), 


$4 

hi>. frio 1, Lo EROGO 
u'(n) _ mac» 

P > fin 


fa» ELET 


"Din 
+E E 5e 
£<P'<P <ge fC 
perce’ PPIP 
(a | 
= rx oU 
<P wep lt) naet f(n) 
pr ptt) -ec p pli) 
(a 297) 1 
2 
= 5 i? NS 21. 
A [00 ae が の 
C%。277) デ 1 (P,qV)-71 


e204 * 


u*Cn) n + ( i 
= +(~1) 
nag? /Pp fO) 


(»,2P 90) m1 


、 1 
0 之 Of) 


Capri p C 24 )=1 


1*. 4$ 3«u«6 及 x! “< 入 c。xl“， 则 我 们 取 上 = 


x! "/log?®x Koc, 由 引 2 及 (4) 可 知 


€ 


negl A 
(nh) el (n,24 y) 
ーー 1 p-2 1 ) , 
= -一 9 - 
+ O(loglog?x) 
= 2 i 2-2 + 1 
8u yay み カー1 7( 1 plp—2) Vlogs 
+ OCloglog?x), 
因此 由 定理 4 得 


. xli/*" 
P.(x,9, x V )& P, (x, 2» jg) 


(5) 


CquX Caqv% . で eg) 
<A W GDlog?x *o( pg) logix /' 


此 处 
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AQ) = ut 
(6) 
eue Sy (rm ui) 
ba; 
其 中 


+ RIM. 
2” A 6Ru<13 K x!" <q<eox!/", 


i RT Re f= 
xU" flog!ix Ke=*72<3, 因为 
1 . 1 =O d 
È Fm 之 (ZŁ) 
5 
1Y.g(1 
(o(z +)=0(3), 
PIPy 
1 pu * 0) 
> fp) 之 n €» 
Barr TAREA 
1. u*(n) 
之 p 之 ， Fir) 
bil Cie dy =] 
. 1 tn) ) 
-o( —] "6 
d b) c foD 
per en 
1 nuQ) 
o( E. jy: P fe») 
Pray 


(5.20 v) 91 


> ユタ so 
"MS - fin) 
€£«P«£ n«e^/ p 
(n,20 9) -1 


-X ous mo oso 
papago? (PD neg ©/p f(a) 
P+ay (n,2PQqV) | 


=O (18x), 


ら 


由 引 2 及 (4) 可 知 
u^ (n) n(n) 
之 fin = 之 fin 


nce neg? 


nin (220) 91 
Cn, v)71 
-5 タテ wo ,.g(legs 
parese P wee1 an fi) ( S ) 
€5,2Q0 V) =1 . 
= l(c- 1-cl H 222 gD? ope: 
z 2e 1 o a p] アル う (あぁ この ) ogé 
+O(loglogx). 
因此 由 定理 A 可 知 (5) 对 于 
2 7 Qu . c 
(7) AQ) = ュー ラッ ares a (Gxcuscl3).. 
——“-1--—_‘log-—* 
2 4 
fU 表示 方程 
u 1 1ov& 一 2 - 
ーッ ゥ ーー-1 一 
4 27,9884 -0 
的 根 。 则 


GAC) cou f>0 if 13>u>U; 
du lo, if U>u>3, 
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FUtQfE KG, U ARTEKA CU s 13) p iR 
数值 计算 可 知 
7.385<U «7.4. 
$5 
命 v4. 
19, d q-x!/" A acus uou RI = 2 
2 v 
(ee poe, mF 
DM Ly Ln) 


f(n) fa) 


Gr. (el 

ニタ ー2 カー 2 1 ) 

デニ ーー ター JI 十 -一 
8u PEE B(p-3) )08* 
* O(loglogx), 

所 以 由 定理 4 得 

Pu(%,9,%'/° <P, (x,0,£)« 

«88 p カー > 7 ( ー 1 0 ) x /— 
u gtg カー2 va 1 (p- 1)? /g(q)log?x 


《 + Xc, yloglogx = CquX 
8) o( log?x )-4i enc 


Xco ,loglogx 
+ o( e(goog?x ) 


此 处 
. 208 e 


| ーー の >8) 


了 
2 ? 99 (v8), 
WRM £= x17" /log?x 及 (テー テル 由 于 


nh) - jt! (n) 
2 fin) 之 fe 
(Cnr 2 os Cn,24V) = 


ー > 1 > wm) o logx 
£«Px«£? eei E ( é ) 


= lols lj He -1 )log 


り / 1 1 
ee 


2 use flgg カ ー1 p> 2 の (か カー2) 


+ OCloglogx), 
所 以 由 定理 4 可 知 (8) 式 仍 成 立 ， 但 


a) A w= 20€ 
(i-i) TENERE 
—2ve  ， 
(71) 

由 于 对 于 4<v<8 时 有 
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一 16 
IET 当 0<c<1)， 


_2 
ut - loge) 


(2c -1- clogey? ^9 
( “41<c<2),. 


所 以 当 w< FB, i ONARAN, 


_ [C 
A, QO) = d -1i (u) = 


了 
$6 


定理 お. 在 (R*) 成 立 之 下 ， 估 计 式 


P,.(%,q,x'/?3) >25,8096e°” 7 カー1 。 


Pia» 


lx XCqy 
n (p- 1)? te *O( oss ). 
对 于 (o) 一 致 地 成 立 ， 此 处 g 是 一 个 给 定 的 整数 ， 
513. arr. Sr, >l 为 一 个 整数 集合 , 则 在 (R*) 
RZF, AEX 
Eli 


P, QUAM C. 
(X39, Pr) PIOS 


对 于 (@) -一致 地 成 立 ， 此 处 
E=- > 24 


ans? OD 


(Pv 


2X € d e- 


axr Bary Pp pad? (pad 
(7? ENDE 
a>B 


[R] 
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2:+1 


-5E E E-E 


acr Bary Yer, deg A t, PPa)” の う の 
OFF ye 
R=O( +r) +r) Ocvr,)?x'/'logx). 
iE: d Pads Pie Dr) = PalXs qs pr) 。 特 别 地 ， 我 们 有 
P(g) =(%50,0), Pu(Qs ーッ Pic 8 Pol の っ のり 
之 差 等 于 适合 下 面条 件 的 素数 的 个 数 ， 
px, p=a(modg), psai(modpi) (1 &i 
<r-1),p=a,(modp,), 
由 孙子 定理 可 知 同 余 式 组 
[75e modens 
y=a(modq), 
右 区 同 1<o*<ap, 中 有 唯 一 的 解 。 若 ヵ ァ アツ 。 W (a*,ap = 
1; 2:9] (a* 9 の うう ジ 1 。 yK AH RINO RRMA r) e 
所 以 
Pola Dista Dr-1) = PoGG buco Pr) 


-0 
i <i ,ifp,|y, 
P(g Piss pe) = P.GD 一 > P,(qpa; Piss 


amj 
Put” 


pa-1) ~ Ors 
«xl, 
运用 这 个 公式 + 次 并 给 予 限制 Berni 69 
Pj bisto pA > Pa- 2, Palapa) 


an} 
fat” 


e 
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m2 5 P.(QPabes Disto De-i) 


axr Bara 
a>8 
CP Fa, Vat 
—O(r+rri),0<0<1, 
ty rr Se Sr. Sl 为 一 个 整数 列 ， 由 于 
Po (qpa Dus Diss py) LPa (dla p, 
所 以 
P, (as Pis eea Pr) >P, (9) 一 > Palapa) 


(Qr. YY)=1 
+> DS Pulap.b) 


じ Bary 


> な 
e7 afge Y= 1 


ラン ーーー Vti. 


~ > Ac -5 ア 。 (2 の 。… D) 


AT BKT ber 
a>8B> >p 
(PPP, yei 


» 


trend ere), 
因 我 们 已 假定 (R*) 成 立 ， 所 以 
Po (qs pi Dv) Bo cIRI. 
引 理 成 立 。 
ne fp eM —4m8hWWIEXE, d 
hz 22 +e, WTF 9。 使 当 07-09 时 


1 
ーー 、 / {50x 
29» «log -2)«20.452— r7, 


-1 
が (1 一 s) h+ =A 
oj Gp) e527. 


命 p, = be 表示 不 超过 91/28 的 最 大 素数 。 若 2<%< 
{+1, 我 们 用 か 4 表示 不 超过 an aR K E 此 处 
Presi 具有 性 质 ply’, こす fig ny Won 
Pitra PB i re =i Ge deben), 则 我 们 得 
(見 [42 う ) 


eg! の > を Hz pp 


の (9) 
此 处 
E2-0.0073193) I7 (1-1) 
2 この ェ ッ ま /13 の (か ) 
Pray 
ay on 一 1 í 1 1 
25.80967” I] O72) yfi- Goh 
> 0 Blow p=2r: 2\ (p-1)? logx 
Cov \ 
+ Gece ^ 
和 
R=O (x? 13 134 "i115; logx) 
1.35, 2 
= O( x2 B ai) logx) =O( x ) 
log?x /* 
故 得 定理 。 


$7 


EMC. fp o. B 为 两 个 满足 >A 与 8 テ e>2 的 正 
数 ， 则 


2 Paley 02,3175) 


ヒノ 1/ の こる こら Lia 
Pray 
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<í Cay [Ae du ), X 
a u 


CX @(9②) log?x 


Cay > og logs) 


Of 
OTogsx 

此 处 q 是 一 个 给 定 正 整 数 ， 
证 ， 命 mg=ClogxJ, we =g+ どー Lose. Wi 


D> Pol, pa, x'/*) 


Pray 

一 -A 

NS EF. S18 
一 > P(x, Xiog ra ,x!/^?) 

imo 3. 1. 

zw itril pap"t 
Pray 
n-1 


LL. 
log 
T,= D Pr,x ETE axi) 


« * A, (, Ingx y _ Cy% 


logap lplp) (a) log! x: 


+0( ge Cay z log logx log Haa), 
uy 


1 _ 
B (ato Ge) A 10) + O( Gye BUENO 是 


个 递减 函数 ， 所 以 
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Ti KA (u) A Jogi! 
9(g)log?x uy 


FOU. iog logx logit u), 
hy 


因 
nel 
È Ai (us log Ht - n A) qu 
Um: 
ター1 
< (Cu) =A Qu) max log u, 
T" -1 
/ 1 
-o(1)- OC wes ) 
所 以 
み ー 1 
Con [人 (の x 
ÈT. «e a u a hans 
.CavX \ 
*o[ log By 10g logx le 
定理 证 完 。 
EHEC 2. 命 8<a<P<13 为 两 个 给 定 的 数 。 
则 
P(X XI) BS PoG,9,x1/5) 
Cox — (^ 4Q)0 
o(g)log?x Ja u du 
+ O(c zlog logs), 
此 处 o 是 一 个 给 定 的 正 整 数 。 


Hist 


证 ， 显 然 我 们 可 以 假定 ac<U<Ap, 我 们 估计 Ps (x, 9, 
8) - Pale yg! 7 の ) Po (x,9,x /0) — Pa(x,q, x'/*), 
Po (0595 Dm) F Polao pn+1) 之 差 为 适合 下 面条 件 
p«x,p-a(Qmodg), pa; (modpi) G<m), p 
=4n.1(mod pas). 
的 素数 个 数 ， 若 pm+ 1fy ， 则 由 定义 可知 它 等 于 P(x， 
QDuiisDa):s 否则 它 等 于 0 或 1， 所 以 
= PO, qhmris 
P.G,0, Pm) - Pa(x,g Duci] か の うぅ 当 あ か) 
<1, 4 pmii ly. 
将 x'/? 与 x1 之 间 的 素数 排列 为 
Pix Pars SH sae 
则 
Polxsga x! 7/7) = Po (x,q,x!/") 
+ D Pel; pi pi)+O0). 


teacs 
EE SELE] 


U - 


ーー m(o<m<n), HE 


fp n=ClogxI Bun=at 


T= 5 P(x,qpiris pi) = S». 
t<i<s 
Pititiay "iwi, 


BUE pi Lapi a Kapi RAW AR (Go, U) 中 的 递减 K 
数 , 所 以 


Pm = > P.G;,Qpi is pi) 
A. A. 
s T bllp, aca" 
Pipar 9 ダ 9 
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所 以 


因此 


类 似 地 ， 


logP 


= > P(X, Qbi iX Toga ) 


_ CqyX z lo Unmet 
X409 の (9)1og * ァ m 


+O( se Sarx X198 logx log Hens), 
Um 


n= 1 
S Alun) log nt - [149 ai - oC: )・ 


nw 


{Can "AQD) g x 
T D [L4 du Jis 


+0 ( og logx ). 


P(x,g, x! I) Pu, 0, x! /7) 


c U Au) x 
(Oo ] 43 du iar 


+0 ( [ite log logx). 


我 们 有 
P(x,d;%1/) EP, x, q,x!/") 


+ (fee [AO du ) 


+0 (a5 log loga ). 
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ea BEE 
$8 


fü 4«Co«8,2uo HATAREE,  QMEJOROT 
面条 件 的 素数 集合 : 
pxx,pza(modq), pa; (mod pi) (is), 


1) 
p#as.,(modp.4;) (j<i-s), 


此 处 psx pai, pox Kpr 及 49 为 一 个 给 定 正 
整数 。 

Mice BG Maux y x"), 

5| 4。 在 在 诸 整数 列 (o )) 使 MM 中 至 少 适 合同 余 式 


(2) p=a..;(modp,. 7) ü «jt - s) 
中 的 了 个 的 元 素 个 数 不 超过 
+ > Pot GG qp. ,,x' e 
jst B - 
エイ タダ 


证 wT, 为 六 的 子 集 ， 其 元 素 适 合同 余 式 
p=#a,.;(modp,.,). 
现在 我 们 来 估计 Ds 的 元 素 个 数 . A Dely, W RRE 
DAKOR. BRE paty. WARNAE 


(na; ,; mod p.42, 


Inza(modq) 
的 解 为 Jj. 命 
(0,) CESR TASET a«i«D, 


1 
则 D, 的 元 素 个 数 不 超 过 Po, CX Peyj X" ), 
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AM 的 元 素 至 少 适 合 G2 中 了 个 同 余 式 ， 则 它 至 少 属 
TIASAR. KEMAT, CELERA (12) 中 i 个 
同 余 式 者 的 个 数 不 超 过 
! > Poy (6, Odea 7) 。 


l j<t=s 
Paps ll 


Mm. 
定理 D. Mp on RR (2) 式 中 的 m 个 同 余 式 


者 之 个 数 不 少 于 
Pu(y, の し の りー | (E AO - dz.) 


mti 
ーー egy% { Cay% ). 
palog? x +O iog Sy log logx 
证 : 由 于 


P(x,g, xl" — Myx t,x!) 


<5 > 1 


jetes Pappy Coo ar? ) 
Pac 


< 5 (2 -+1)=0G1) 4067 )， 
1.2-t-25 ot] 


所 以 由 引 4 与 定理 Ci 可 知 M 的 元 素 至 少 适合 Op mA 
同 余 式 者 之 个 数 不 少 于 
1 


M (x,xlV o, xt") ーー ニー 
m+1 


5 Pos (X49 Des: ,x1/*) +01) 
ATE 


rme うー (fino t) 
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sess +0 ( Glog logx). 


定理 证 完 。 
§ 9 
由 定理 B 及 定理 Cs 可 知 


PEN 
P, (05x ^) (25.8096 ~ n 40. du ) 


Cuq CqyX | 
e(q)log'x *O( ess “og logx) 


yg Cg yX ). 
ン 8.4 の og +O (ius log logx 


Gi) di x-» APR. dy 
(01) a-1,972;a, = x(i 21,2, …)。 
由 (9) 可 知 存在 正常 数 x, 使 当 * ァ 」 时 有 


17 (4, ) ) Coax 
1/6) =- SEINE) _- Xx 
Poi Gun 7 3 ( | 3 u du log?x 


€»rX 
log?x 


+O( 6 GL logx |» (8. 4- 6.588); 


+0(- Coa MIT logro 12" 1 。 


log ix 


因此 由 定理 D 可 知 当 xx: 时 ， 存 在 一 个 素数 bp 满 足 1<< 
ヵ ベ メー1 及 弘一 没有 之 x!1° HRAT, E EES 
Xx13; 中 最 多 2 个 素 因 子 ， 因 此 x 一 p 为 不 超过 3 个 素数 的 乘 
fi. FA x=p+x-p, MG 

Gi) 命 x-y 为 一 个 奇数 。 命 
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(a2) 0-7x—-2, Q=43 a, =X (iz1,2,"-). 
rh (9) 可 知 存在 正常 数 xx*， 使 当 x>>x* 时 有 


Passara (AD ge) tea 


Carr y CAzX 
+O(」 og E lo i) 22. 


因此 由 定理 万 可 知 当 xxs 时 ， 存在 一 不 素 数 ヵ 満 足 ぁ ぐ 
x-3 及 EE HU ex! 的 素因 子 , 它 在 区 间 x! x 


*! 中 最多 具有 2 條 素因 子 But Ps Ait 3 个 


素数 的 乘积 ， 故 得 定理 3。 

Gii) 命 有 为 一 个 正 整数 。 命 
(os) a-l, g=2; ai:= ~2k (G-1,2,3,)2 . 
则 由 Co» 可 知 存在 一 條 正常 数 xs 使 当 xx. 时 ， 有 


Pa! の ー ニ ( [a du ) cur 


log?x 


+O ( 1ogs 108 logs ) > e. 


所 以 由 Co) 可知， 当 *>xs 时 存在 不 少 于 TITO 


BL I pex 及 ptk 最 多 只 有 3 个 素 因 子 ， 故 得 定理 2。 
取 c=1。 则 由 引 2 与 定理 4 可 知 


x1^ p-1 
Lx e 
Po, (x, 2> logix ) I 5-2 


EA ( l TESI ) log*x 
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由 于 


Zits) = BD 1+ > 1<0(x1') 


p zY/4 xd 5 PUN 
wie 101: 3; ーー 
P+2 mv アキ 2 =p 
^ x1 ; 
+ P., (%52 log? x ) 
«g it Zl np(1 1 Y x. 
S8, カー2 7 , ( (p-1)? ) ves 
x 
+ cL 
O ( logix log logx ), 
故 得 定理 4. 
参考 x x 
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(3) Hynakos, H.T.1918 O EOHEYNHO PasHocrH Una 
中 yHKIE 直 V(x,k,D,MAH CCCP, cepua uameu,12, 
31—46, 

C4] Wang yuan 1956 On the rePresentation of large 
integer aS a Sum of a Prime and a Product of at 
most 4 Primes, Ácta Mathematica Sinica, 6 (4), 
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Dparochena, Mam,CB; 41, 49—80, 


Mt X 


1" 。 我 们 将 弱 广 义 黎 曼 猜 想 叙 述 于 下 : 

CR, AKER L-A Ls, o0 的 所 有 零点 的 实 部 
A<, EAK. 

特別 地 , CR.) 就 是 熟知 的 广义 黎 受 猜想 。 

为 简单 计 ， 我 们 将 下 面 的 命题 记 为 (1, 4) : 

每 个 充分 大 的 侦 数 缘 为 一 个 素数 及 一 个 素 因 子 个 数 不 超 
过 4 的 殉 素 数 之 和 。 

在 此 我 们 陈 述 下 面 改进 得 更 精密 的 结果 : 

定理 1。 (1，3) 可 以 由 (Rs,) 推出 来 ， 此 处 51 之 
2.475/1.475 及 《1，4) WAM CRs.) 推出 来 ， 此 处 ô> 
3.237/2.237. 

所 有 以 下 的 结果 都 是 由 假设 (Rs ) 之 下 推出 来 的 ， 不 再 
声明 ， 


2°. 命 1=， 则 X1"<g<eox1， 此 处 co 为 一 


个 常数 ， 则 估计 式 对 于 


(1) P,G5,9,x!/")« A(Q)— 2 


の (9)1og* ァ 


(9)1og3x 
对 于 (@) 一 致 成 立 ， 此 处 


( Cavxloglogx ) 


“223。 


(2) Alu) = テー en ev (if n<u<3n) 


及 
Y 
(3) Ata) = out Gf ag Cu70). 
704 Lung 7m 
n 2n 2n 
3°. dp Ap von 为 一 个 给 定 的 数 及 gq = x! 
別 
pow _ Car% 
(4) Pa,(xXx,q,x SAW) gy for 


O ( canoe OY ) 


plg)log3x 
对 于 Cw) 一 致 成 立 ,此 处 ， 
(5) Ailu) = A eY 
u-n 
X Toga > 成立， 及 
7 v 
* 9ve* 
(6) Ai(u)= 0 
1 _1\_,_2 | 1d U _ 
2€ 3 l AG Jes 2( ) 
对 于 
oy 0 047): 
oe Space 
n v co (QNM oLan) 
成立 。 


4”。 命 9 为 一 个 整数 。 则 
* 224* 


D (s 1/652 7$, À Cg 
(7) Pw OXF X )2 (6,51) plq)log?x 
Xam 
solie), 


此 处 

(8) ACG 51) 2 2n X 6.453306. 

证 明 类 似 于 定理 B 的 证 明 ， 本 质 的 差别 为 在 此 我 们 取 
120,452 与 4=1.5715 从 而 获得 更 为 准确 的 估计 


hr DT § A +L) ret 


a (2 を +4)1 c5 (ak + 4)! 


k 


A8( gr) 8 (ne 656i 
十 人 TE x 
18! 之 4 6080 


<0.007183682. 
5°, 4 g く eg ぐ が <<6 .57 HATER. 命 g 为 一 个 正 整 
xk. W 
PaG,q, x )z PG, q,x!/?) 


ーー _ lay f eA) 
o(q)log?x | u du 


q 


(9) +0 (4i log logs ) . 


6°. fru v 为 两 个 数 满足 29 o«109 58 ouv. di 
M 表示 适合 下 面条 件 的 素数 p 的 集合 : 
px, p=a(nodg), p#a; (moa pi) (is), 
(10) p£a, (Gnodp?,,) Ci<t-s); 
Wb, の ゆで pa Dex "X bua 及 4 为 一 个 整数 ， 
巾 最 多 适合 同 余 式 
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(11) p-a,,;(modp,,,) U<j<t-s) 


中 前 m TS BM EN BEB 2 TF 
ay. 1 (Cy ey dz) 
(12) Pu の ーー ( [ao = ) 
CquX n Cg タイ 
の (9)!og* ァ ( log?x log logs ) ~ 


7”。 计 算 积 分 
G) A= [A gu 


"7 


"(69 7 du 
= 2e" | _ = 
emu o. ー Togt" 
n 27 27) 
rd a 
t w-i1- 2log 
2 2 


=2ne" N f(w)dw 


B 
<ane” (>) ft 0.020 


i=9 


2 
+ Dy f(5-46 + 0.02) ) 


<2ne" x 0.89050652. 
(Gi) 在 3" 中 命 o=57。 则 


67. 

^s | Ailu) du 
$57 u ‘ 
3 


f? dz 
= e” | ーー ー 
207 1(5— 22)(22- 1 - zlogz) 


=20ne" [À gG)dz«20ne* (doc 


i=0 
41 
+0.02) + BoU 18 0.02)) ) 
<207e" x 0.3972371. 
8'. ERT RUE, m= HAB du 
(0)  a-1,Q0-725iai 9 x (9 1,2,7). 
G) dp n-2.475. WH 2^ — 7^ 可知 存在 常数 x+， 使 
Xxx 时 


jas 1 (5 do) crs% 
PCX 2, x! ^") 2 ( | du ) 


489 ou log?x 
5 ター 1 


+0 (gi log logx ) P. (x,2,x! ^87) 


lo 
Toba, T5 
ー ( | "A du + HI ” Milu) du ) 
55 4 2 A u 
C2 >? ズ Cir 
logix ( log z 1og logx ) 


Sanl6. 453306 — €'(0.89050652 +1.9861855 


OS CixX 
* 0.738218) 42:5 +O (2% log logs ) 


20.05 loei + +O ( loy log logx ) >1, 


Mul 6* 可 知 当 x 过 x! 时 ， 存在 一 个 素数 p 満足 p ぐ メー1 及 
x- pu «xs PRAT MW CER x57 « p'scx 15" 中 最 
° 227 * 


多 具有 一 條 素因 子 , 因 此 *- ヵ 方 一 條 最多 3 个 素数 的 乘积 
故 得 a. 

Gi) d$ 573.237. WH 2°-7° WMA TE x2, 当 x 
xà 时 有 


653 17f5 Aya) Ca xx 
Po, 2.x 5 ) 一 5 | | 一 一 一 一 du ) ーーー。 ーー 


因此 由 6° 可 知 当 x > xe 时 ， 存在 一 一 个 素数 p 满足 めく x-1 
Rs- p 没有 素因 和子 之 x 而 在 区 间 xs ご か ce P9 中 最 
多 只 有 一 个 素 因子 .因此 x~p 为 一 个 最 多 4 个 素数 的 乘积 。 
WO Ou. 
9°. 可 知 , 在 定理 /的 证 明 中 ， AH CR.) 可 以 换 成 
(Rs) > u*CD) max, | ree D,D 


n 
peal’ いい el 


" s» ||? ( Touts E 


此 为 4 为 任意 常数 而 与 “O” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 6 与 4。 
美 似 地 , CRs) 可 以 换 成 


(Ra) D au» Bos. 


Tog 1/7 Ci. P)= l 


P(x, DD 


~ p(Dyioge | 7? (route)? 
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此 处 Pex, D,D) = > logp-e- =? (OR C12, 22). 


Pal(modD) i 

巴尔 巴 恩 cs 全 首先 证 明了 (Ra. EUG, REAR 
立地 证 明了 (Rs), 并 由 此 导出 《〈1,5) . HERE T, RNA 
Si (Ries) 推出 〈1,4) 。 换 癌 之 ， 我 们 证 明了 定理 工 。 
每 个 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 4 个 素数 的 条 
积 之 和 。 

注 记 ，(1,4》 也 被 潘 承 洞 与 巴尔 巴 恩 独 立地 加 以 证 明 。 
但 他 们 的 证 明 方法 比 这 里 复杂 得 多 ， 事 实 上 ， 他 们 的 证 明 分 
别 依赖 于 (Ries) 5 (Rive) AGD 。 我 感谢 潘 承 洞 与 
巴尔 巴 轧 先生， 他 们 友好 地 将 他 们 的 结果 告诉 了 我 
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13 表 偶 数 为 素数 及 殉 素 数 之 和 ” 
B 承 0m 
$1 


BN AKEZ, Vin) 为 m 的 素因 子 的 條 数 , 在 1948 

年 A.Renyiclo 证 明了 
N =a+b, 

RE, V(a)=1, V KK, K 为 一 绝对 常数 。 在 广义 黎 曼 猜 
测 下 王 元 证 明了 开 委 3。 本 文 证 明了 天 入 5, 即 证 明了 下 面 的 
定理 

定理 。 任 一 充分 大 的 偶数 N 可 表 成 ヵ + ア 之 和 , HP p 
为 素数 ， 己 为 一 个 不 超过 5 合 素 因子 的 乘积 的 殉 素 数 。 

定理 的 证 明 依 赖 于 下 面 的 基本 定理 。 

基本 定理 。 令 


ogN 
P(N, D, D= Sj log pe rR 


PN (mo dD 
pov ) 


_ N 


* 王 元 同志 对 本 文 提出 了 很 宝贵 的 意见 ， 谨 此 致谢 。 
・ 230・ 


(1,D)=1, 
w 


(1.2) 


N 
> LiC dr GD Ra CNIS rs 


ands , 
这 里 为 任意 小 之 正 数 ，r Cd) 为 除数 函数 
基本 定理 的 证 明 主要 依赖 于 有 关 L- 函数 的 零点 密度 的 
‘hit. c 
我 们 要 采用 下 面 的 记号 : 
C1,,C,,… 一 一 正 的 绝对 常数 ， 
っ 6 ツー 一 任意 小 的 正常 数 
8B 一 一 表示 其 模 为 有 界 量 ， 不 是 各 处 都 相同 的 ， 
Ps Pis Pay — FRB 
Xp(2) 一 一 模 D 的 特征 ， 
x5(0 — 88 D 的 主 特征 ， 
Pay 7 Bag t iva —— LS Xp) 的 零点 ; 
パー- 充分 大 的 偶数 。 


$2 


TH 2.1. RN CA, T, D) 记 作 所 有 属于 模 DD 的 
L 65,25) TET IE BAUECR) 内 的 零点 的 个 数 《〈 计 算 它 们 的 
重 数 ) 。 
AKI. |tl<7. (CR) 
XR AR 1/2, WE 
NCA, T, DLC DCO 0-72 Tlog DT, 
这 里 C 由 下 式 确定 
・231・ 


|z (lm. P ) | «sD'COr D, 


Cs<1/4+e」 (参考 引 理 2.2) . 
这 里 前 结果 当 怎 形 R OG ae vb FRE DIN, ERT 
Tatugawa 的 结果 (参考 [3]) . 
我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 。 
引 理 2.100, i oa««2, f(s) 除了 s=1 这 点 外 在 
co>a 时 是 解析 的 ， 当 s 为 实数 时 ，f(s) 为 实数 ， 且 有 
|Ref(2+it)|=m>0, 
及 
If Co! it 9| M o, Co’ zo, 1i «D, 
Ju T iE f(s) 的 零点 的 纵 坐 标 时 ， 有 


largf (o € iT) | — — — 
log ( -pb ) 


XL oz. 
引 理 2.2。 存在 C< i + ei 使 下 面 估计 式 成 立 ， 


ー | 7 (ます か xo ) | sil+1, VD 


iE: SIME — HE y(n) np ER n(n) = x$1GD xpos (OD, 
这 里 zp (M WHE Di 的 原 特 征 。 (Di, Di) 21, DiD: <D. 
设 s=1/2+it, 我 们 有 下 面 的 恒等式 


Sinn) _ n(n) 
EeP- 5 4 


z 


Pm 
(5, Di) 一 
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s る > 
da Da ndot 
T 
(n) f 
| nd i n <f: DL uL 
Lu z 1 
<2ls1 wD,losD, (2) 2 
2-1 
«xu +1)/DlogD ( る )2, 
由 (2.2) 及 (2.1) 推 出 


| CD | <t + DVD 


logDr(D,)2"2, 
另 一 方面 
PICHS «| EUM ; OEC. 
取 z>=v 万 ,从 (?.3),(2,4) 得 


1 1 
| EG, 722] <b + aclel +1) D+ 1 
i- 
< AD BT, 
引 理 2.3 。 设 
pzn(s, <) = pains) = SE, 


hole 
这 里 zz DlogD, W 


*p 


pun 


Puy ( 1 +it ) 2<C zt @(D)logz, 


(2.1) 


(2.2) 


(2.3) 


(2,4) 


Ze) = VBI y 


XD n. m«s 


un) xnOn) _- u^ (n) 
PM ーー の (の fr A 
4^ CD) 之 


=j ™ 
mi 2 da 


+2¢(D) 之 (m yi <P D) doge + Ciz, 


n.onmoaoD) 
5H 2.4. i 
fig 5 f G0 = LG, x5) Px OS) 71, 
9<6<1, W 


> |fe + 6+ it) }? 


*p 


«C, (Pc tiogiz eo7slogiz) 。 


げっ (S) = L(s,xn) 0x,C9)—1 - Dtm ; 


nog 


s 
Es 


a, = Mut) 
apa 


a<2a,Xp(n) 


D Nfs, to+it) PDS nt tit 
その 


Xp Nee 


amXp の - o an 

- i} toit <@(D) Dreta 
m» 
* neg 
+2¢(D) lanan] 

P 之 (nm)! *? 


ダー m« A 
n=m(no dD) 
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ey の EVM sappy E iex 


zsmin (nm 
n-m(modD) 
< DS!+r 57), (2.5) 
这 里 
EM Osa: 之 t? (n):n7?7? du 
«C2 5 log? 之 。 (2.6) 
2 ご r(n)r(m) 
Tem 之 (nm)! *? 
n=m(mo ab) 
<CD 16 *iog'z, (2.7) 
由 (2.5), (2.6),(2.7) 得 
> EN 18 logsz 
*p 


tlog?z-Ó0 ?), 
FIM 2.5. WIS) = gug 08) =1- / 250, 
G(s,2) = G(s) = IT gu CS), 
xp 


虽 GCs) ALF iy rE 
1) 对 实数 s,G(s) 取 实数 
2) ReG(2* it) 21/2. 
证 ，1)《〈 人 参考 [3]) ; 
tp (n) 
2) Watini] ZU ie 


1 
«NEUSS, wi 


ReG(2*t it) = Rell q—- f2,(2* i) 
*p 
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テー17G+ げ 7。 の ー1 
xn 


10 1 
z2- (1+4 ) ir 


引 理 ». 6. 设 fits), fls); fs) 为 在 带 a<o- 
BEI ET AMEE, 4 


M (o) = „SUE Is), 


別 
MDEN (aT (2) =, 
证 (参考 C3]) 。 
HAIJ Littlewood 定理 及 引 理 2.1 得 


NAT, の Cs9 | E MA Corin) tdt 
*p 


十 max - TROIR (2.8) 


TaZ T+2 ダム っ 


为 了 利用 引 理 2.6, ILARA 


1 s y^! 
hy (8,2) =hy zy (8) = cos ( 55. ) fx), 


DOES 
Coe Ifa O le <| he 31 
«Ci fa Cs) le m, 

会 
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«B 


H (s) = Dl hy Gs) 1? 
Xp 
M(o) = UP Hs), 
SY, ASIE 2.2 及 引 理 2.3。 得 
. ad lay? 
H(4+it ) <Cse 7 zn ) 
«Cael'él (i e p?DiXx 
| 14; * 
( LUE m )| +CD) 
«Ce T (lil t0?D?"(z4 Dlogz). 
所 以 得 到 
M(t) =C,D®°T?z, (2.9) 
由 引 理 2.4 得 


itl 
H(1+d+ith<Cne™™ T, lfe Q tetit]? 
“Dp 
-2 2 Deas 3 
<Ci 1 (577 log z+ =ô log?z). 


取 d= DlogD,18 


1 - 
degDT ダー 
M(1*0) 2Ciilog*DT, 

li. 1*267p2 
x(1) C,D'*:i TilogDT, 
1E9|38 2.6 中 命 HG) = FG,a71/2,871*0, 


別当 その ol +6 时 ,有 
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1 キー ニケ (一 1 2 
M (oy<M( 1} )rerr Marota 


1 
2 


KC DEA ITEC Mog * DT, 


这 样 一 来 得 到 
M(1-8) KC, DOG? CI o pi -dlog DT , 
(2.10) 
i (2.8)5 (2.10) 18] 


N(4,T, D<C,, DC ) (1- DT 3log8 DT, 
定理 得 证 。 
382.2. E Dec 2,3; LCs, Xp) EK RCRD AE 


<o<1，111<log3D. (Ri) 


则 


之 


这 里 “ ”表示 求 和 只 对 那些 使 了 (5, っ ) 在 《Ri1) 内 不 为 
零 的 特征 和 Xp 0D. 
WE: 


- 24 
Eox,040e52- l, 


| 
D XB A m) eC ree ta CD, 


aut 


-(s, X p) 


2-4, 


2 キョ ォ ャ アリ 
る | 


r (s)zfds 


1 アー トキ is p 
ーー ont [b pGesTGx'ds 
ーッ ー! の L 


+ 7 (pu, P= SG 79+ BiogD. 


Puy ? xp 
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所 以 
> Sen tn) tine? 
xp 


^w] 


<È Dey, 12% p+ BDlogD, (2.11) 


x p 
D Xp 


È > 
D 


p 
*n . C. 


0:0: 1— 1? 
log! 9D 
Pos E IT B+ir) |2? 
0 a-1- 1 5 
log ' ) 
1 1 rog き カ 
+ E ITB + ir)’ 
e 
0:8«1-——V 
log の 
ITplogÜ$D 
一 .'logz,! 5 
< X [PCB +i) | zt tze r0 


Iiri log3D 


KC ig log?z > 


二 <4< ュー edt 
log D 


N4, log? D, Dyz* + zec?s 81022)! ? 
«Ciglog?92 > (P* e ) ュー リ 


キタ Ts(iogz う 15 KC ze gone hs 
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$ 3 
Sp ATi. 
D= pippa, Dips per S<1gloglogN, 
则 令 
D=Pidis Qi = Ppogzste Peng = Ps~1Qants 
9 ょ ュー Ds. 
q:)0»,7Q. 称 作 SDR RAT” 。 
BOE FEEX ^00. CD 元 平 方 因子 )〉 , 可 用 唯一 的 方 
法 唯 -- 分 解 成 属于 模 Dm SAF RE, 例 如 若 = pin, 
则 有 


fn) 


Xp = Xs (n), ,00. 


Hx p(t) x? (Cn), WRK yn Cn) St bi BAZAAR. 
定理 3.1(A。 RenyiOO, Ra AFSAT, イ テ C ュ oi 


d 


若 R<slog?4， 则 对 所 有 的 索 数 b，4<p<24， 除 了 不 超过 
AP ARTIR D= pg 的 例外 工 - 西数 外 ， 当 六 p(n) 对 p 为 本 
原 时 ，ZL(s, 计 bp) 在 下 面 区 域内 不 为 零 ， 


1- jg spem t| clog3D, 


我 们 还 需要 下 而 的 几 个 引 理 。 
引 理 3.1. 
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> Jed ir) -一 Coe 
pld) ET z° 


LE 
VCI) -Lileglogz 


üt: 
5 Lc lr a) 
od) 
PC") 10.»5clogeg 
«9 i0ivszioge に E ^ Css 
"T Cd) “log ?z° 


ZEE EH] Bale. 
|g 3.2。 设 10 打 为 一 素数 序 询 ， 有 具有 下 面 的 性 把 任 
站 (A,24) 内 合 有 不 大 手 A” ARE, WW 
1 Cosy 
ecd ooo x33. 
イル カテ ー1 ENE 
引 理 3.3. 


xp(p)1og pe ルー 


PON 


«n 


任 一 


z 


引 理 3.4. 


> xp(p)log pre x —— 


P«N 


や - niogN 1 
= Di xn An) e F + BN*, 


pm] 


引 理 3.5. 対 所 有 的 <exp(C4。 ソ og ツ )。 I TED 
的 倍 数 外 。 xy d, D) =1, 有 


PEN 
Pel (moan) 


* 241° 


EN + BNe Caise, (3.1) 
对 于 万 | 万 , 则 在 (3.1) 内 还 必须 加 上 项 
BN'- 人 
の (の ) "' 
iH eo, BW, Cle) 是 依赖 于 e 的 正 数 。 
引 理 3.6。 对 DVN, 下 式 一 致 成立 : 


CN 
pi(N,D, DS OO» . 


IE 
现 考虑 Deppwcp,«N?* ?, p pio D bos 
10lo glogN, 4@ D>cxp(logN)? 5 , 则 


pi» D ©) sexp(logN)*, (3.2) 


另 一 方面 有 
quip Opto, 
ky = lega: +1 ぐ 111oglog/V 。 (3.3) 
log z 


对 固定 的 qi 利用 定理 3.1 到 (3.2)。， 我 们 只 要 考虑 区 间 
(4,24) ， 这 里 A=2"1(k=0,1,2,…)， 

1= exp(logN): 。 

我 们 称 D>exp (logNV) * 为 “条 件 1”， 其 次 假如 pi 
是 DD 的 最 大 素 因 子 ，D= pigs Wp 对 qi 不 是 例外 的 《在 
定理 3.1 的 意义 下 ) 。 这 个 我 们 称 为 “条 件 2”. 

假若 两 个 条 件 都 满足 ， 则 由 定理 2.2,3.1 及 引 理 3.3. 
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3.4 得 到 。 


Pi(N,D,D = — p PS 07 1) 
+ D expl- es (logN)32, (3.4) 
Xi qi Pod. 亦 满 足 条 件 1,5 2， 则 我 们 得 到 
PiN. D, De) (Ws の 
+ My pC e Cog)! SD, (3.5) 


假若 对 某 个 m 破坏 了 条 件 1, M gw<exp(logV)””， 则 
由 引 理 3.5 得 


21. N BN 
pi(N,D,D= pD) TogN 十 元 万 
COs). 
exp(— es (logN)! 5 + Fi (an) NU os (3.6) 
. m 7 eI) ' . 
这 里 
E (qa) = 1, Die», 
0, Dan. 


车 破坏 了 条 件 2， 即 baa Rms TT AE IS RH, MY 

由 引 理 3.6 得 
PiN, D, D 

由 引 理 3.1 得 
To lal)r(d)RdN) | 


1- 
d«^8 2 


_ BN 


= eO» * (3.7) 
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< * |u(d)r(d)RdCN) | 


1-25 
arxa 2 
FCt) 1010g/ozN 


+ 2 lg)z(@) Rd WN) | 


1, 
(2 


de-N 
ャ (29 -10li gx lo«N 
> lu(d)rCd) Rd CN) | 


lis 
g-Y8 2 
V(t) 10iogiogN 


BN 
"OI (3.8) 
iH G.6 (3.72 5] B 3.2 得 


> |uld)r(d)Rd(N)| 


los 
gz が 3 2 
V(d)«iQloglogN 


i gd) 
aeons 2 
NE eCe) 2 
4 Td) NI- 。 て (の) 
s pr n E ) 
+N zd) A 
之 pld) 之 5*-1 
p'»e (1 eg)8 
N 
< 
“Logo N’ (3,9) 


由 (3.8),(3.9) 基 本 定理 得 证 。 
编者 注 ， 央 由 基本 完 理 及 前 面 王 元 文章 的 附录 ， 我 们 可 
以 推 基 (1，4)， 所 以 我 们 略 圭 本文 的 甚 余 部分。 
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14, 狄 里 希 勒 二 -函数 的 零点 “密度 ” 
及 素数 与 “有 殉 素 数 ” 之 和 问题 
ERES 

EZAM. RK, 対 F7, の )=」 RIP D DK , 
我 们 将 证 明 关 于 ax, D, ORI R PEAR, HERNA 6E 
ANE IER. 

定理 1. 给 予 任意 大 数 4， 不 等 式 
z(x,D,l)- ix 


un CD )max — Idi 
pP x (gsm) «(D 
E X 
=0 ( sias) (1) 


成 立 。 

由 定理 1 BODE AR LS Dp dup 1 

定理 2 。 每 个 充分 大 的 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 
4 个 素数 的 乘积 之 和 ， 

我 们 将 这 个 问题 的 历史 叙述 如 下 ， 

在 1947 年 ， 瑞 尼 C1,22 证 明了 下 面 的 定理 ， 它 是 对 于 未 
解决 的 两 项 哥 德 巴赫 猜 记 的 重要 通 近 结果 ， 

存在 一 个 绝对 常数 尺 使 每 一 大 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 
个 素 因 子 个 数 不 超过 PBR A 

瑞 尼 定理 中 的 常数 R 依赖 于 林 列 克 C3] 中 某 些 分 析 引 理 
中 的 一 系列 常数 ， 估计 R 需要 复杂 的 计算 ， 而 其 值 将 是 很 
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大 的 。 

用 瑞 尼 的 方法 及 狄 里 希 勒 也- 级 数 零点 “密度 ”的 某 些 
近代 结果 ， 作者 [4] 证 明了 如 果 求 和 范围 为 Dex /97*, Wl 
定理 1 的 结论 成 立 ， 并 由 此 推出 尺 =9。 注意 ， 在 假定 广义 
RBH, R=3 已 经 证 明了 C. 

进一步 的 进展 与 二 -级 数 的 “密度 ?定理 的 精密 化 相关 联 - 

tt NCo,T)3E BOR modD 的 工 -函数 在 区 域 

a<o<1, [t| «T (2) 
中 的 零点 个 数 ， 此 处 多 重 零点 将 计算 其 重 数 
文章 C4] 的 方法 表明 求 和 范围 为 D<xi “的 关系 式 
C1 ) 可 以 由 下 面 的 估计 推出 来 : 
Nca,TXT"1D* O-® log"2DT, (3) 
此 处 gei,cs 为 绝对 常数 。 

用 林 尼 克 的 新 “ 离 差 法 ”证 明了 梯 其 玛 奇 的 除数 问题 
C62 与 险 代 一 李 特 伍德 问题 [7]。 我 们 很 有 兴趣 地 注意 到 在 这 
些 问题 的 著名 条 件 解决 [8,9] 中 , ERR irn] DL, "at mm 
jie, PCO a=2 成立 。 

在 [42 中， 我 们 用 了 塔 吐 沙 娃 的 “密度 ”定理 ， HE 
到 (3) 式 ， 其 中 a= 6。 

我 们 的 定理 1 的 获得 苦于 改进 的 塔 吐 沙 娃 定理 及 林 尼 克 
[7] 关 于 工 -级 数 在 半 直 线 上 六 次 矩 的 估计 前 一 条 深刻 定理 .。 

我 们 从 下 面 的 预备 定理 开始 . | 

Sli. fpo«aecB«2. f f(s) 为 一 个 解析 函数 , 当 s 为 
实 值 时 亦 取 实 值 ， 当 oo 宇 a 时 ， 除 s=1 外 为 正则 的 。 又 命 
|Ref(2+it)| 宇 m>>0 及 
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| f Co! + it )| <M, o's 1 t). 


WT dE As) 的 零点 的 纵 坐 标 , 当 ca 关 DB 时 有 |argj/Ca+i7 Di 


て 1 Qn 
< logM, > log b) 37, 
"ES! Muer atlog y) 2 
Uo -— ffi 


关于 证 明 ， 我 们 引用 文献 ， 例 如 ，[11],pp.210-211 。 
我 休 引 入 下面 的 足り : 
Q.G, i) = Lanne nam’, 
HIC = LG, 3)0.Gs)- 15 
h,(s,y)-1- f25,»), 
K,(0,T)= max 2o fir ital. 
LG, x) 所 有 的 零点 六 是 hol(s,X) 的 零点 。 因 此 NG, TS 
Ni(a,7), Moke Nia, T Ra Hals) = Mh. Gs, x) 在 区 域 
(2) 中 的 零点 个 数 。 将 熟知 的 李 特 伍德 定理 用 于 这 个 函数 。 
因 NiCo,T Y o 递增 时 亦 递 增 ， 所 以 


Nila, TILS! f Ni Gi, T)dosó"! 


io の dg = © fl (oglH.ta- 
| (oa,T)dg = on _f oglH.(a-s 


. 。 Cr1 2 
+it)|—log|He(g+it)|}dt+ s. 


(argH (o+ iT ) - argH ,(o - iT))do 
* OCó7!5, (45 
此 处 量 6 将 于 以 后 确定 。 
以 下 将 假定 充分 大 。 及 z テ リ 。 
°. 247 < 


34021 时 我 们 有 
(Gu Dr DD の LD (4) - ュ 


nel dls 
d- z 


= x 2 ud)- D xan" " 


at Pu 
a z 


lan|<r(n), 
JG 4b rn Fe AS n 的 因 了 个 数 . 
因 对 于 任意 e UH «(00 20(70, XUI 


fitis Zorann 


the @ 


«Ia ina < pres, 


n2D 


现在 将 引 1 用 于 (4)， 并 且 
f(s)~H,(s), a--(a—9258), p>(a-6). 
因 万 。(5) 的 狄 里 希 勤 级 数 有 正 系数 ， 所 以 当 s 为 实数 时 ， 
H(I C10, p.301 。 其 次 
ReH ,(2+it) = Rell(1- f?i2 * it, x2) 
-1+ Rea- {2)-)S1- 
Ura- -1121- UI 
ascIf,o-nzi-UlaeD-^ *) 
122-4 かい 97 ティ 


所 以 久 可以 取 妨 1/2 。 最 后 
LH GO ITO + | f iG 201 
(0 <Sexp Wl fas, | 
因此 Mo, 可以 取 作 exp max K(i), 
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我 们 还 有 ， |H.G +it)|> ReH Gv i1, 所 以 综 


BEL RIA FERS. 
5| 2. #z>D, Wl 
N(a,T )(07?T max K,QG,T +2). 


Cc-35«cc7-. 2 
HTH K: 我 们 需 用 解析 函数 的 凸 定 BHA 
典 方 法 ， 我 们 从 天 。(1+6,7) 的 估计 开 始 。 
513. #22>DR0<d<s, M 
だ 。(1+9。7)《9-5 。 
证 ， 我 们 有 


24a + 8 rite? 
-5 m «D Zn 22 


manÉ-zm,p)- 15 mn)? E 
n= Co 115 


«xD 2 xm B w 
m 


mg n=m(woadD 
Cm, の) -1 nee ) ts 


此 处 b(n)= È a. 


üzn/z 


Zuo- Z 之 1- 之 2 1 


nee 9 この / る 
n. CA (modD)den/e 


« 2 (si) 


ne zm modD 
n20(modd 


x xq xlogx 
方 logx+ っ D 5, 


所 以 
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K.Geó,T) «Iz Om 


も e: mí? 


logz 


«PEPa PO 55. 


H slfogzkz ， 故 得 引 理 。 
314. ig 2-7 D EXIT Brfr xCmod DA 


L (iix) «MT',. HY 


ENSE 


K, (Lr ) (M*T** @(D)logD, 


K,(4,7 JMT o: max 2 之 | lo. (i 


2 
ting) +1 TE NM gD) 


umo) m yt 
p ro uu j npo E ` 


因 <= り 、 閣 同 余 式 変成 等 式 叩 得 引 理 。 
8]5. m2=DRT>2. MES 4 的 假定 下 ， 有 
KTXK | TRER 7n ogtD( 4 <o<1 ), 
log DOU SoS). 


ur 组 解析 函数 的 凸 定理 CHLCI03, pp.309-310 及 
引 3 与 引 4 可 知 ， 当 二 <o<1+5 时 有 


tides ~8( 5-3) 


K., TX(M?T?* op D)logD} ss à (445) Te 
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fi d= jog の . 则 上 出 工 - 级 数 熟 知 的 估计 ， 即 MCD! ? 可以 推 


1 引 理 的 第 一 部 分 。 由 引 3 即 得 第 二 部 分 。 
基本 引 理 。 假 定 对 于 所 有 x nod DO HA 
max iL (J ity) | <MT%o. Wl 


MrasmT i 


Nla, TAKT! ?2*9(M* Di? 017 ?log' D. 


Had tjip. Wihso 与 引 5 可 得 引 理 。 
deoa... wih p fit Nea, T) «DT 
2 logD 


logDT Bum. 
特别 ， 置 M-DlegD. 则 由 工 一 级 数 的 “ 渐 近 函数 
方程 ”可 知 M 的 这 种 选取 是 可 能 的 。 例 如 ， 见 [12]。 故 得 
(3), Htha=3, 
HF LEST” D, KREERT L-A 数 的 六 次 知 
的 估计 可 得 一 个 相当 精密 的 结果 。 这 将 在 以 后 被 使 用 。 
由 我 以 前 的 工作 可 知 由 (3)， 其 中 a= 8/3 -se， 即 可 推出 
定理 1. 
出 林 尼 克 关于 工 -级 数 的 六 次 阶 的 估计 GILT ， 
> Dit (1Lsiteys WC 
D,sDbeD,( tr ( 2 tiH,.X ) 
(Di? lt] 7! 0 *exp(logDiP^, 
我 们 立刻 得 
8l 6. 在 区 间 Di D Di (1+ dog, ) 中 最 多 除去 
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D,'7* ^ D, RIE 
と (Leinx)| DWE C+D, 


max 
x Om. dd) 


Wika DD 非 引 6 意义 下 被 “除去 ”的 ， 则 由 基本 引 理 
可 得 (3) 式 ， 其 中 a= 8/3+e。 CAD 中 的 结果 说 明 只 要 考虑 
りーx1 7 的 情况 即 足 。 

命 二 ' 表示 也 的 一 个 和 ,此 处 万 表示 引 6 意 义 下 被 “ 除 
外 ”者 。 则 


z'xDci i 1M 
lix | > x 
Qn. i D 
r Da 3 8 一 3 
《x グー 1 之 了 1 
0 Tae Togog) T! 


D nero 927 : Y^ 
FZEM 1 TEN 
i (1 log*0x ) 
sx 1 
1 rm d 
"IQ do pe STET ) d 
x 
《 log^x . 


定理 工 证 完 。 

由 定理 1 及 王 元 [5 或 列 文 [162 形 式 的 赛 尔 贝 格 短 法 可 
推出 定理 2. 

定理 3、 区 间 (2, 入) 中 的 挛 生 素数 对 ， 妈 pp 与 p+2 同 
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Wy et, BU ae Dd 
(pa) © 


Cp-1)? / log? iN" 
Ja 4h NS Ne), 

EJ E(k ALR BE DU EEG 3209 dE (ag REP, 
COULS RER 8。 令 人 感 兴趣 的 是 赛 尔 贝 格 曾 断 言 他 
的 结果 古 用 “ 纯 ” 第 法 所 能 达到 的 极限 。 

在 此 ， 我 们 可 以 用 阿 。 依 。 维 诺 格 拉 打 夫 [15] 方法 证 
Hi, RAEES 对 于 用 4 一 2e 代替 16/3 成 立 ， 或 者 存在 
无 穷 多 个 素数 p tli p+2 最 多 为 2 个 素数 的 乘积 ， 

现在 我 们 给 赛 尔 贝 格 第 法 以 下 面 的 形式 。 

引 7。 命 a1,…,as 为 一 个 整数 集合 满足 


> LUN 
oes 1= f(d) + ku, 


此 处 /dc ) 为 积 性 函数 及 b/f(p)=00). EROMEN: 表示 
Age: 的 素数 整除 的 gz 的 个 数 ， 则 


T 
Nex : Gg tO|desognt D, 
LI くる 
mag fi (m) 


ud) Rz|t(d) し 


此 处 fn) Bap fm) BE Ve S PER rm) 表示 m Im 
个 数 . 
I PER IIE Ae TE RUB Plan C103. AT 
从 引 7 推出 定理 3,328139 a NEA (n — 21, HG Ab p OA 
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<N 的 素数 ， 及 2= NS 16-5. 
osi WAN MOR, 例 如 見 C14〕。 误差 项 为 


和 
2) ed za の 2 の ~ Nu». 
a<N $/8—5 の () | 
d=1(€.00d2) 


A 
由 定理 1 可 知 満足 eC d)<log?N (yd tg MA àp 4 f 


《N /log>N 。 其 余部 分 则 


© È A n GDe(d) 


d N3/8—6 


T(d)5slog?N 
<N È SUO» a TD UN UU 
? we d log? N log? 5N 
因 4 可 以 任意 大 ， 故 定理 成 立 。 

* ) 校 稿 时 注 ， 定 理 1 是 作者 于 196. 年 证 明 的 。 用 这 条 
定理 来 估计 瑞 尼 的 常数 R， 我 们 征 引 王 元 的 文章 [5]， 这 是 
赛 尔 贝 格 “线性 ”第 法 的 已 知 最 佳 结 果 。 G 是 用 中 文 发 表 
的 ， 应 用 这 个 方法 时 需 复 杂 的 计算 ， 列 文 友好 地 告诉 我 ， 尺 
<a 可 以 由 他 关于 赛 尔 贝 格 新 方法 与 定理 1 [16,17] 中 推出 
Ko 然后 王 元 [5] 又 肯定 了 由 定理 1 及 他 的 工作 可 导出 同样 
的 结论 ， 王 元 的 工作 的 详细 前 述 发 表 于 [53 的 英文 翻译 本 所 
加 的 附录 之 中 ， 我 已 注意 到 与 定理 1 相 类 似 的 结果 已 由 潘 承 
润 独立 地 证 明了 ， 但 他 的 结果 不 是 用 术语 x(x,D,1) 来 表述 
的 ， 而 大 用 一 个 “加 权 ” 和 ， 由 此 可 以 推出 定理 2， 但 不 能 

作者 感谢 王 元 与 列 文 ， 他 们 系统 地 与 友好 地 将 他 们 的 结 
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果 告 近 了 我 。 
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15. HCH RUM E ERERI 
问题 研究 的 新 结 


Ap RPG 

关于 表 偶 数 为 两 个 素数 之 和 的 哥 德 巴 赫 - 欧 拉 癌 题 至 今 
尚 示 解决。 由 埃 拉 人 杂 斯 染 尼 氏 短 法 及 林 尼 克 与 其 后 继 者 所 发 
展 的 犹 时 希 勤 忆 一 级 数理 论 可 以 证 明 存 在 一 个 整数 上 使 年 个 
大 偶数 N 均 可 以 表示 为 2N = pe n, Ab p 为 一 个 素数 及 n 
最多 具有 を 全 素因 子 。 瑞 尼 C1) 首 先 证 明了 上 的 存在 性 .k= 
4 是 由 列 文 、 巴 尔 巴 斩 、 王 元 与 滔 承 润 [2,3,4J 得 到 的 . 对 于 
李 生 吕 数 问题 ， 他 们 也 得 到 了 类 似 绩 果 ， 即 存在 无 穷 多 个 素 
数 ヵ 使 め +2 最多 ょ 條 素因 子 。 本文。 我 将 证 明 &R= 3。 

定理 1. 存在 No 使 每 个 大 于 六 o 的 偶数 都 可 以 表 成 一 
个 素数 及 一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 3 的 殆 素 数 之 和 。 

定理 2. 存在 无 穷 多 个 素数 使 p+2 为 一 个 不 超过 3 个 
素数 的 乘积。 

证 明基 于 下 面 的 巴尔 巴 恩 定理 。 

定理 4。 ity 为 一 个 小 于 8/3 的 数 及 4 为 一 个 正常 数 。 
jy 


Pap (D)m 


ax 
PE aco: 
Dae AED 


lioo] X 
D) Ta (x, D) "ND -o( lnax ) 
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SA Ta x, D) dé i 合 DM 及 Pp 三 ga(modDD) 的 素数 个 数 ， 
9 CD) 72 Kk BEER URS uC DA it 5 Wf ER C. 
定理 2 的 证 明 。 注 意 习 知 定理 1 可 以 用 类 似 的 方法 来 证 


命 9 BR p < <p. BRB, itp f 
9 与 pr&2< pris. Rat ar 为 一 个 整数 集合 满足 (sc,9) 
= 1 及 pi;fai， 我 们 将 它们 记 为 0. RNAP. (x,9.2) RW 
合 p=a(modg)!jp#e;, (modp;) ASIi<n 的 素数 mp 
数 ， 则 由 布朗 方法 可 以 证 明 

定理 卫 。 存 在 韭 递减 函数 4(Q) 与 -1 (a) 使 当 a>0 及 
qx" 时 有 


P. (x,a, (=) l ) > Bola) +0 


( 1 ) e(a) lix) _ 
1 2 


(lux- lag) ipInx - Ing 


(xa (2 )°"), 
Pa ( x0, (人 を) ^) <{BoA(a) +0 
( |] ) spin, 


一 一 一 一 十 了 
(vinx- ing)! 2 ^ 


i . vinx — lng 
(xa, (07) p | (1 


yt P Cro ROSE Ro 当 a>10 H}, ACa)>0, 
n 


stay? “2 カー2 


rs 


CC3) = 
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) < D (D) max 


que ^D) 
(0,2) -1 


| ila ! 
E D) 7 Dd - > (2) 


其 中 区 域 Q= ( ia, (5) ”) 包括 满足 D-aqm, m 


«x"/q 及 m 的 最 大 素 因子 小 于 (x”/q)，“ WD. 

我 们 得 到 通常 的 公式 4(a) 与 .1(a)。 每 隔 步 长 0.01， 给 
出 40) 一 个 值 。 此 处 a<10。 取 4(10) = 9.999942。 这 些 值 
是 以 列宁 命名 的 莫斯科 师范 大 学 的 “ 明 斯 克 1” 计 算 机 上 算 
出 来 的 ， 这 样 就 定义 了 两 个 阶梯 函数 4o(c) 与 4o(c) 之 值 ， 
其 中 当 ca<10 时 ，4o(a) =0。 由 王 元 的 工作 表明 , MERY 
塔 布 方法 可 以 证 明 下 面 的 定理 

定理 C。 命 6>1. Ala) BAe) RA 


7 (a) = rine qn - [779 ) 当 I<e<p 
4 (a), pas d as B 


H (3) 
5-11 

Ta) = i (4€, 49 - | Das juices, 
Ala), 4 o ax] 9 a, 


则 不 等 式 (1) 仍 然 成 立 , 此 处 误差 项 满足 (2) 并 具有 同样 的 Q。 
M fola) 5j 4o(c) 出 发 ， 由 (3) 可 得 区 间 oa 10 E RS 
函数 贯 ， 
AoCa) «A, (a) EA (OQ) 0) « A1 C2) « Ao(2) .. 
EPR AL EEREN, RING kde, RAAB 
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多 的 4(a) 与 4(a) 的 值 ， 此 处 为 简单 计 ， 我 们 略 去 了 足 标 ， 
特别 地 ， 我 们 得 到 下 列 诸 什 
a ax 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 
Aa) 3.580161 3.58619 3.60711 3.64053 3, 68437 3.73696 
a 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 
1(0) 3.79694 3.86318 3.93473 4.01079 4.09072 4.17392 
a 4,2 4。3 4,4 4.5 4,6 47 
Ala) 4,25994 4.24834 4, 43877 4.53094 4.62455 4.71940 
a 4.8 4.9 5.0 
Ala) 4.81526 4.91197 5.00938 
下 商 的 定理 可 用 证 明定 理 C 的 方法 类 似 地 来 证 明 .、 
ER D. tit 3/8v<a<p R ri <v. m 
Palx,p, D E Deo. 


x 93/8 68, p, 43.8 


f. des 0 ( "M ) ° e 


amt 2 
定理 E. M 3/8v»<a< ASO M viv. üt 
li(x) 


P(x, pxs 8 ) «Po. . 
Y, Inx 


a? gop ew Be 


f kul 
E (2 ) 2 +0 (us). © 
当 AKKI 时 ， 考 虑 区 间 [om Ox" 9*,x C?7 ) 943, 
当 q18«ne20 Hl, Sime I, =la” 95,xC tD 653; 当 4n 
10 时 ， 考 虚 工 ,= [x t, *0 $55, Ree, 5 d, 对 应 
Fl, Lay Heb ca = 4/21; 当 5SSSS10 WM, ¢, 71/21, 
当 18«n«20HBl, c,7 (2170/0; K d, 7 (217 20/21. 7E 
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虑 函数 P(x,9,2) = P。《x,9,2)， 此 处 a 及 ai 均 取 作 -2。 
定理 。 命 C (Cx) 表示 plx- 且 江 足下 面条 件 的 素数 

ヵ 的 全数, 1)pe23*0(modp;,)(p; x! !*), 及 2)p+2 最 

少 有 4 个 瑟 不 相同 的 过 因子 ， 这 种 未 数 的 集合 记 为 C。 命 


S(x)= > C, > P(x,pi,x^ 9*) 


4.10 Fie€lp 


S い ~~ 
+ È e Pl pix 1t) 


18 |; 20 Piola 
+ Nd. Y, PGobers0. ©) 
4:510 Pi Lx 
MENDES). 
fg M ERER PARR, pox- 2k pt+2% 


QGnodp;)(p; x! 1)。 对 于 每 个 0+2, 此 处 pPEC (Ga 
M), EMU pt 2= p. CD pe D p, CD po O m, W 
处 pf? Lpp DP pf OPEO J 六 +2 的 四 个 最 小 互 异 
的 素 因 子 ， 当 4<1<10 时 , dni SEKO <x D 95, 


及 x21 gpn x. wp Sx) = ÈT (p) ,此 处 


Tip- 2 Do ot 
Ppiyl(^-2)4-* 10 Tit(?-2) 
Yi fy EM 


(KnL, d(p=d., AWild(p=0. 
对 于 pCG, EN 7( ヵ ) Bite, Bd,=d(p), We pin 
PLP plP? pl 9 C Om EET, MBH UST p) 


om 
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为 了 证 明定 理 , 只 要 能 证 明 对 于 所 有 pEG,U(p) 宇 1 We, 
NX 
S(x) > の 7( の のり (の め テ 24-6 G(x), 


だ て ば 


WS EM PT pe C, UG, RAVE RET aT 


£i by Rohs ky. ZARNA BE 108 次 计算 ， 我 们 得 
Up. 
iO, SCOOT URAH 10 个 形 如 Ca Plx, Pis 
1 n] 
28 845) Y 7ARZIN d, 之 POPP WAZE, reu 


LH ACO TIS 3 2 SEDGE Rat. R = 3/8- 1/107. 
WY GEG COS 00 «15.0607 Box/1In* x(x >x). ig P Ce 
SBER DA, B pt 2 ARTE AE S nx SOS iX 
AWA. Masa = sa,=- 2, WM x xol. 
P(x) = P, (x,1,x! 18) >8/3B04(6) x/in*x 
15.997929x/In?x, 
te K(x) RIA p<x 及 p+ 25 Pe PAG S! tiy 
KATRA pS M4 x x0 时 
K(x)«0.0001Box/1n? x, 
áp PFOONIEd px 的 素数 條 数 。 Ub pial Dp+e2 
piiat 19 的 其 鸭子 ，2)p+2 RTP IA R 3) p+ 2 最 
ERI SAGRA, HD x xo 时 
F(w)<P (x) - G(x) 7 K(x) ~ 2>0.937B80x/in? x, 
Ely x coft, F(Qx)—99. Weta 2。 为 了 证 明定 
, ÆG), M, P(x), KO), FOOR ESP, p+ 2 需 换 成 
・261 ・ 


2N - p, Abd PO, bix’ $15; 3P(x, pi , DiORoE OU, 我 
们 取 a, 22: (in). 
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16. 狄 里 希 勤 L- 级 数 的 密度 猜想 
阿 。 依 。 维 诺 格 拉票 夫 


81。 本 文 的 宗旨 为 证 明 下 面 的 定理 ， 

EMI. aN ODAMA d 的 狄 里 希 勒 工 一 级 数 在 
区 域 R. po, Lol st rn gs o 的 个 数 , 则 在 区 间 Sd 
<2D le BBR DIO 8 ques V 

Na, Dla D) ent e DPO 02072, 


lx, 


此 处 = 为 任意 给 定 正 数 。 
这 个 定理 通常 称 为 狄 里 希 勒 上 -级 数 的 平均 密度 狂想 。 
由 定理 1 及 巴尔 巴 胃 [17 的 十 作 可 得 ， 
定理 2。 算术 数列 中 的 素数 分 布 的 平均 渐 近 律 
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> max a(x d,l)- —l Li(x)| 


aui Ce tad | pd) 
X 
EISE 


moar, wibe MERAK RM e 为 任意 小 正 数 。 
对 于 数论 中 很 多 问题 。 定理 2 可 以 用 来 (JU RS 
狂想， 特别 由 王 元 [3 的 工作 与 列 文 [全 的 工作 可 以 推 则 
定理 3。 每 个 大 偶数 m 可 以 表示 为 m= p+ Ps, BK po 
CABO PON ARTA BOSE STORIE 


ia. XT OUT A ET coS(m) Vm -， 此 处 co 0 为 


log 
一 个 绝对 正常 数 及 S (m) 表示 奇异 级 数 ， 
对 于 差 数 问题 
2k= p- Pa,R-1,2,- 
我 们 有 类 似 的 结果 。 
关于 两 项 问题 的 上 界 估 计 ， 我 们 有 
定理 4。 命 r 为 一 个 偶数 则 方程 m=p+9 的 素数 解 


kd 


p,9 的 不 数 不 超 辻 (4+) S Qn) -ay WERE e WE BE 数 


及 S(m) 表 示 奇 异 级 数 ， 

在 工 - 级 数 的 模 及 其 零点 的 界 之 间 有 一 些 熟 知 的 关系 。 
LG, OER EMEA E THA O(nD, 因 此 由 C1J 的 方 
法 ， 类 似 于 定理 2， 我 们 可 以 证 明 除 数 函 数 寡 ce) 的 中 值 
公式 』 
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one! max 
dept 2ー (1 9)=1 


~ + 
25 cian - Ak(x,d) ; 
m=l (4) H 
uh X 


UE k E n WP ARIETE Ald) 表示 rin) 的 和 
的 期 望 主 项 。 
这 个 中 和 值 公式 可 以 间 来 建立 一 般 的 林 尼克 562 公式 , 


即 
定理 5。 渐 近 关系 
ルレ 22467 だ: L) + cm) ~egyn( )xlne?x 
TEA SES TPAC, 由 定理 2 易 得 林 尼 Tee 
COATT, PEU RE M: 


Srp-D~E(D) * x, 
REP LAGU TIL NT Tie, 征 明 的 主要 困 進 在 子 建 
SET aa oh, BND D fff Me Ben >So DEY < 
1 
<DEL ZI SX 
2» 
X XE Bum ZDZ expcdad 3a) 


bayer ¥*O meh 


RRI E 334 (PE SERE RE RB I E BET 


第 二 步 为 当 4 宇 2 时 来 证 明 (1) 式 。 本 文 建议 的 方法 可 以 
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d 


1g RP HU nS 4 时 的 高 次 矩 ， 但 不 能 处 理 4=2,3 的 情況 
2=3 时 ， 佑 计 式 (1? 是 林 尼 克 建 立 的 ， 这 对 我 们 是 本 质 上 有 
用 的 。 

WEK, 若 我 们 分 析 本 文 $5 的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 一 
ee Ay EIR 

对 于 n=2,《1) 易 从 $5 的 方法 推出 。 
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編者 注 」 定理 2 EA RREA DU D 1 EES eK LOC RE, 
太 以 我 们 略 去 本 文 的 其 余部 分 ， 


17. T ARE 
Bre 

1. 本文 的 目的 为 给 予 林 尼 克 的 大 第 法 以 新 的 与 政 进 的 形 
式 并 给 出 一 些 应 用 。 大 第 法 导 源 于 哈代 - 杰 特 伍德 加 法 ， 在 
它 的 最 普遍 的 形式 中 , 它 可 以 考 虚 为 与 一 个 积分 | ,1S 01? 
da 引起 的 奇异 级 数 个 关联 的 一 个 不 等 式 ， 

最 近 ， 罗 斯 [1] 对 这 个 问题 作出 了 重要 进展 ,他 证 明了 下 
面 的 定理 。 

定理 ACB MOD. mn A<J<Z) 为 不 超过 N WIR 
整数 、 及 命 Z(Wjg,g) 表示 nj 三 a (moda) 的 人 的 个 数 ， 命 
Xe REP HRE p<X WORE, WI 


か 
>p IZN; p,a) - Z/ DXZN + ZX?logR 
PoP -1 


+ ZH PIR7?, 
此 处 1p| 表 示 p 的 元 素 个 数 . 
特別 地 。 A XSN* ?(logN)-! ?, 则 
p 
Dp SZ p.a) - Z/'NZX?logX, 


PX 4-1 
我 们 将 对 这 个 结果 作 一 些 改进 而 证 明 
定理 1. 在 定理 4 的 记号 下 ， 我 们 有 
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>» EGO a)—-Z/p)?<7max( N, X?) Z. 


Pex fol 
我 何 在 此 閣 要 考 慮 的 大 稀 法 的 普 刀 形式 閣 包 有 定理 1 为 
其 特例 ， 它 取 下 面 定理 的 形式 ， 现 在 关于 素数 与 整数 贯 的 任 
何 文献 中 都 未 见 到 过 ， 
定理 2 。 命 g。 为 任意 复数 及 
S(a)- .之 aetna), (1.1) 
IG A HE ig eC) =e? I. nf 
= > |S(a/q)|?<7max(Z-V,X?) 
T as zj- 1 


PORE (1.2) 


为 了 推出 定理 1， 在 定理 2 中 下 了 =0 及 2Z= 入 ， 并 当 
n=n, 时 ， 命 os=1， 否则 as=0。 则 lan1?=2Z( 用 定理 4 
WED, Bh G.D Wm 

X S sa/pi'«maxtN XDZ., 
LE 


用 简单 的 计算 可 得 
X |S¢a/p) |* = P SO, p, a)~Z/p)°, 


a=] 
HREM 1. 

AMBRE 2 , 它 并 非 远 离 环 于 至 善 者 , 首 先取 グー 
Y2XXa,-21. WISI? = (Z-Y), RA. D BU EA 
TZ- Y); aK Z-Y >X 时 ,我 们 不 能 将 因子 7max 

(Z-Y,X?) 换 为 max(Z -Y 4X2), MERY 20,2 - 1. 
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a,=1. WISe/@ | =1. WIO. D HEI 


(EX o )( E lal ) 


| Yn 2 


LX S lc。 


n plez 
RH Z—Y «X?, RTA CT de EST 
3/17 BC. 
我 们 可 以 将 G.D 看 成 加 性 特征 的 不 等 式 ,我 们 可 以 询 
问 症 否 存在 一 个 乘 性 特征 的 相应 不 等 式 ? 尽管 最 后 结果 取 不 
同形 状 ， 事 实 上 就 是 这 个 情况 的 结果 。 
命 4 为 正 整 数 的 有 限 集 ， 并 命 
M = M(Q) = maxa, (1.3) 
D=D(Q) = maxd(q), (1.4) 


此 处 d (D 表示 4 的 因子 个 数 。 对 于 任意 模 9 的 特征 x, fr 
T CO 表示 高 斯 各 
r(x) = WDela/a). (1.5) 


0-1 
3& 
_ fu? (G/42*)8* 5 (2*,3/g*) 71, 
Iro | = 和 e d m (1.6) 


BA a? Jg RAE x 的 引导 (2% 为 模 q* 的 原 特征 对 模 @ 的 扩张 》 
注意 当 々 妨 原 特 征 Cmodg) 時 有 |r(g) [2 =a, Rle (xo) 12= 
u^ (q) ,此 处 xo WERE, 及 恒 有 lr( ヶ )] Sa. 

定理 2 的 乘法 类 似 为 ， 

定理 3. fra, 为 任意 复数 ， 及 Q 为 任意 有 限 正 整 数 集 
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Dy Tl) 1 2 | 5 X(n)a, 
qa Li 


EA 


<7Dmax(Z-Y,M?) €, g( ヵ ) lg。12。 (1.7) 


此 处 之 表示 辻 模 的 所 有 特 征 x 求 和 , 


对 于 特殊 情况 ， 可 以 证 明 稻 强 的 结果 ， 特 别 地 ， 若 "为. 
素数 时 ，a。 = 1, 否 则 a, = 0， 则 有 同样 广义 类 型 的 结果 ， 但 
没有 DD 与 d(n). 

定理 3 对 狄 里 第 勒 [一 函数 的 零点 与 素数 分 布 理 论 有 重 
要 应 用 ， 事 实 上 ， 林 尼克 在 创立 大 筛 法 时 即 着 眼 于 对 素数 论 
中 经 典 问题 的 应 用 。 

我 们 将 要 证 明 素 数 分 布 方面 的 主要 结果 如 下 。 命 

$0;q,0)-. > ao, 


"xe 
ター の (nodg》 


WE Ca, a) = 1 考虑 算术 数列 中 的 素数 定理 的 误 益 ， 


E(2;9,a) = (2, q,a) - 2/ の (の )。 (1.8) 
ELEC, QOR FF*(z,q) 如 下 : 

E(z,q) =max 三 (39,0)|， (1.9) 

E*(2,4) =) maxi (y,q), (1.10) 


定理 4。 对 于 任何 正常 数 4 皆 存 在 正常 数 使 当 ズ < 
2! 2(jog2)-2 时 有 


S E*(G,Qz(logz)7*, (1.11) 


Q«X 
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我 们 将 证 明 B 可 以 取 作 34+ 23. 

看 来 这 条 定理 也 可 以 从 前 面 提 到 的 罗 斯 的 定理 A XXE 
Bj, SRM, MEH 3 来 证 明 看 来 是 更 相宜 的 。 

我 们 需 注意 既 使 假定 了 广义 黎 曙 猜想 ， 我 们 将 它 用 于 
Ik; E* (z,9)《z! 2(log2)2。( 委 >) ， 我 们 亦 不 能 证 明 比 
1.11) 更 精密 的 结果 ， 我 们 可 以 说 在 不 少 与 素数 有 关 的 堆 
符 同 題 中 定理 4 可 以 用 来 代 夫 广义 黎 曙 猜 想 , 关于 这 个 一 般 
原则 有 不 少 例子 ， 德 文 坡 特 (Davenport) 教 授与 作者 曾 将 这 
ERA XHG K 数 距离 问题 上 应 用 的 详细 证 明 投 交 Proc, 
Royal Soc, A, 

类 似 于 (1.11) 的 结果 ， 例 如 对 于 某 个 正常 数 了 有 

DE DE) <z(logz) 4, (1.12) 

已 被 见 个 作者 宣布 过 ， 林 尼克 与 端 尼 [2,3] 关于 大 第 法 的 工 
作 导 至 一 个 略 比 (1。.12〉 弱 一 点 的 不 等 式 。 最 近 ， 巴 尔 巴 思 
1) ,2) 与 潘 承 润 3)，4) 发 表 了 这 方面 的 结果 。 无 论 如 何 ， 巴 
尔 巴 恩 的 工作 受到 了 潘 承 洞 3) 的 批评 , 但 作者 还 不 理解 潘 承 
洞 4) 的 文章 (似乎 该 文 引 理 1.2 中 素数 的 除外 集 依 赖 于 s 与 
a， 而 (2.7) 中 a 与 s(=p) 的 选择 依赖 于 DD ,对 o 的 选择 有 许 
多 可 能 ,所 以 引 理 1.2 不 可 使 用 ) . 

定理 4 将 从 工 -函数 零点 的 新 型 的 密度 定理 (下面 的 定 
Hi 5) 中 推出 ” 绝 大 部 分 属于 所 谓 工 - 函数 统计 理论 的 已 知 结 - 
果 ， 均 包 于 这 个 密度 定理 之 中 ， 

fg N(a,T ORR LG ,IOXERUE 

axo<, [ET (1.13) 
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中 的 零点 个 数 ， Jt Ab erai, 我 们 的 主要 密度 定理 为 ， 
定理 5。 命 Q 为 一 个 正 整 数 的 有 限 集 及 命 刘 与 D 由 


《1,3) 与 (1.4) 定 义 。 刚 对 于 っ ST アテ 2。 


+MTy 407) (8-2 Vogt (M 47) (1,14) 

对 于 Q 一 致 地 成 立 ， 

除 引 用 兰 岛 ， 李 特 伍德 与 梯 其 玛 奇 的 经 典 著 作 外 ， 定 理 
4 与 5 的 证 明 是 自给 自足 的 ， 我 们 已 给 足 证 明 的 详细 细节 . 

关于 (1.14) 的 意义 加 一 些 注 记 可 能 是 有 意义 的 ， 李 特 伍 
德 曾 指出 ， 对 于 固定 Xx 与 变数 *,， 狄 里 希 勒 工 一 函数 LCs,x) 
理论 中 的 许多 结果 成 立 , 风 对 于 固定 * 与 变数 yx (对 于 变数 模 》 
FUR RW “a 类 似 ”)， 关 于 这 方面 的 一 个 好 例子 为 

dim [LO +it,x)[/log'ogt>o, 


其 中 ,a 类 似 为 对 于 一 次 特征 ヶ Cmodq) 有 


25 gio DUO Na, Tx) KDT M? 


DM. B. Barban „Trudy Mat,Inst, Akad, Nauk Uz,S, 
S. R,22(196D ,1-20。 

2)M.B, Barban, Mat, SLornik(N,S,261 (103) (19622. 
418-428. 

3)Pan Cheng-Dong,Acta Math,Sinica, 14 (1964), 
597-606 = Chinese Math,5(1964),642-652. 

4)Pan Cheng-Dong, Acta Math,Sinica,I3 (1963) > 
262-268 = Chinese Math,4(1963),283-290. 
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lim LG, 2)/logloga7 0. 
易 见 我 们 的 不 等 式 (1.14) 与 工 一 函数 的 密度 猜想 的 9 类 
似 相 关联 ， 这 个 猜想 断言 


S N(G,.T; x! eT2€- yrs, (1.15) 


而 其 q 类 似 为 
EN la, Tip) Lgl O epe, (1.15) 


此 处 位 表示 过 所 有 特征 yx(mod9) 的 一 个 和 。 最 后 两 个 不 等 


式 尚 未 被 证 明 ， 也 可 能 很 困难 ， 但 可 能 证 明 很 接近 于 (1.16) 
的 结果 ， 事 实 上 ， 正 如 我 们 将 于 以 后 看 到 的 ， 我 们 可 以 由 定 
理 5 推出 


系 ， 对 于 1 了 <a<l 及 2<T<w x 一 致 地 有 


De Na, Ts A EX! FIM TT (1,17) 


"X X 

进而 言 之 ， 
DEN, T OXT, (1,18) 
gqxx x 

对 于 5/exacl,2«T «X? 一 致 地 成 立 。 

(1.17) 表示 密度 猜想 (1.16) 对 于 o 平均 地 成 立 , 如 果 
2<T< (maxg) 1 2， 而 (1.18) 表示 当 5/6&c<1 ETL 
(maxg)?, 它 关于 9q 的 平均 亦 成 立 ， 后 面 的 结果 是 惊奇 的 ， 
这 说 明定 理 5 确 为 一 个 新 型 的 密度 结果 ， 我 们 作 如 下 猜想 
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密度 猜想 ， &l«eciRT22 DU 


DD Na, T; «XtU-OctT' (1.19) 


qsX x 


Fa 一 致 成 立 ， 此 处 D RRI modg 所 有 原 特征 的 一 个 


和 。 
最 后 ， 作 者 对 德 文 坡 特 教授 表示 深 深 的 感谢 ， 由 于 一 次 
讨论 才 导 致 了 这 项 工作 ， 他 还 帮助 审核 了 本 文 ， 
2, 我 们 将 在 本 节 证 明定 理 2 5 3. RANEM, OT E ELTE 
如 
y«mez, y «nex 
BJ AES RO, y! 20 ,或 简 记 为 Ra 命 cm, n H RECS US 
OR, FP (m,nm) MELER DE Y <m, Y <u 
Zi 对 于 每 个 这 种 数列 ， 我 们 可 以 使 之 对 应 于 方形 的 子 惩 形 
Ro= Ro(Y ,Zo;Y , Zo, 
它 依赖 于 数列 cm, :及 了 ,Z, 且 具有 性 质 : 
对 于 每 个 含 于 RO, ZY, DREE R= ROY ,25Y,2’) 
我 们 有 . 


| «Xe. | |. (2.1) 


显然 ， 这 样 一 个 矩形 Ro 总 是 存在 的 ， 显然 并 不 需要 它 是 唯 
一 的 。 

引 1《 阿 贝尔 (AbeD) 不 等 式 )。 命 bw s 为 实数 ,此 处 了 去 
m<Z, V<n<Z, 井 折 合 条 件 
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Gi» fe». 227 0,05, « On 5820,04, n Om, 2.1270, 
( m ュー Om isa On, nca t Dni i, 1206 


fr PB-maxb,,,, Mi 


| Dens nlm, a | <B | bar (2.2) 
| £0 ， 10 


HE. °4 (m,n) E Roit, E O*m, n =bn, n, GW Eb m, n= 0。 


由 分 部 求 和 得 
名 Duc E ( "m ny Oh ) 


AO 

(bž „bš " iab, tod asi. 
| | 

<( max | >) Cm, nl ) 

R R to? 


Teo. nDm, n 
RO 
DA 1 + omy, ena! ) 。 
RO 
由 (2.1) ,我 们 有 
max Se., | < Son, | , 
R i R 


! nO 


又 由 条 件 G) 得 
| 
た 0 


=P GE V bi assai OR aat Ola, ned 
io 
= by 44, 1B, 
if (2.2) 。 
512. enw 与 Ro 如 前 定义 ， 及 假定 7>0。 W 
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i Ze. "in (25)! Zo. " [^ e(m- maf 
x ( Sn 一 1) Ee n 


JG Ab x = Ann CZ - Y), 
证 ， 我 们 有 


(2n)7! b fe ( (m- n»f Jag 


, (2,3) 


= ^ (227)? ^ _ " 
2 1) (2k+ D! Zi. aom n) 


= Den ntT, 
RO 
此 处 
C D'Qmup? à oh 
T= ESD zc a (2 ) 
Deen, a (Zom (Z- ny? T, 
RO 


BF Onn =(Z-m)(Z—-n)? ^ 适合 引 1 的 条件 G) 及 BS 
(Z-Y)?*, 因此 由 (2--2)。 得 


D „(Z= m)" (Z-n)? 7" 


「 ヵ 0 


<(Z-Y)? Lew. . 
LO 


1 


所 以 


2mm)?” SN / 2k . 
IT|< Dore vi xí r) (Z-Y)? 


_ (She +1) 
x 
此 处 x =42n(Z-VY), 8| 2 VES. 
定理 2 的 证 明 。 命 


Sms= 六 elam/q) (2.4) 

THPSEP 

PE OM es A. 到 
Cm, n = Oman ST as (2.5) 

q x 


此 处 (m,n) ERY, Z:Y, Z), Rn 满足 
\ 三 47( グ ー ザ ) = min(1,.3168,27(Z-V)X7*), (2.6) 
Jüsinhx«2x, Bey (2.3) 推出 


| Ze. "< «n 一 Y) | rn n 


2x— sinhx | 


[^ e ((m-mp ) 


由 于 对 于 0<x<1.3168 时 有 


x= sinhx> -- 
2 > 1. 4632 


所 以 
12e 有 | < <.max(7(Z-Y),1.47X?) 


Ee. 1 e(m— dl 。 
fir Ma, q 表示 区 同 I 々 ヶ -c/g| < I) JF 
S(a;V,Z) = > a,e(na), 


YansZ 


・ 276° 


这 与 (1.1) 中 的 SCa) 是 一 样 的 ， 所 以 
Den, a e((m—n)P)dB 


五 0 


> 之 On dn の = Ju. e((im- nada 


Y«msz maxim Zo 


Hl 


NT 


g e 
- * Iu Se sd 


DESO. € * 


* n2 


<E X [a 0SeY.zor 


+|[S(asV,Z0')|*}da 


«max > > | a, SY, da 


«max | SC Y ,2) I*da 


=max > la.l?= © lanl?, 


* yen«z Y«t«Z 


在 此 我 们 有 这 样 的 事实 ， 即 诸 区 间 M。,。 互 不 重复 ， 这 是 由 
F g<X,(a,q)=1 及 M。,。 WEE 27 WE 29 X77, 其 中 
x 满足 (2。6) 。 

我 们 现在 证 明了 
<max(7(Z-¥),1.47X2) 2 lanl?. 


Y«n«Z 


由 于 (2。1) 有 
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Diem, al < [Dens , 
R RO 
及 
> Cm, n = 之 5 之 > 
R(^,2,Y, Z,) た a=}  Yome2Y- し た も 
(a, ga)-1 
dnd ,e(a(m — n)/q) = > > [S (a/q; Y,2)1?2, 
ssi 
逆 得 (1。2) 。 


定理 3 的 证 明 是 类 似 的 ， 但 需要 下 面 与 拉 曼 努 扬 和 有 关 
的 积 性 特征 相关 的 引 理 。 
引 3。 我 们 有 


Biroo arena oo = {1S oA lo 
* 0, 当 Cmn,q) >1, (2.7) 


此 处 多 表示 过 所 有 模 o 的 特征 % 求 和 。 


证 ， 若 Om, >1， 因 对 于 每 个 XY 尼 有 x(m) a) = 
0, 所 以 引 理 成 立 ， 现 在 假定 (mn,q) =1。 记 2' 为 过 modg 的 
缩 系 的 和 ， 则 因为 am 三 bn(modg) 的 所 有 介 均 由 a=hn, b= 
hy Sth, 所 以 


Dir l2 xan x (n) = ` bal Dx (am) 
x a b x 


y (bnye((a - 6)/q) 
=@(9) DY  Me(a-b/o 


a o 
am=bn(modq} 
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=$(q) X; e(h(n—m)/q) 


= の (9) さ な 。 70S mn. a. 


故 得 引 3. 
定理 3 的 证 明 ， 取 
Cm, n= amin D'Sam. (2.8) 
ug 


此 处 3* 表 示 一 个 和 ， 其 中 g 仅 过 适合 于 (q,mm) =1 的 整 


数 。 命 
Sg の) = È aetna), (2.9) 
73-1 
Suy Y D = Š aetna), (2.10 
apa, 


选取 7 满足 
x-4mU(Z-Y)-min(1.3168,21(Z - YOM ?), 
则 如 前 可 得 


| Se. n <7max(Z - Y ,M?) Den, 中 
Re 7 


! RO 


e((m- "df = Tmax(Z - Y , M2) 


| 习习， Ma, P(g Y Zo) 


9e の ひ a 


"SasY,Z0) da|<7max(Z-Y,M?) 


max( EE | az, 1810Y, Pda)» 


qcQ a 


由 一 个 熟知 的 恒等式 及 利用 柯 西 不 等 式 可 知 
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ISo(asV,Z)|2 = 


DuldyS ay, Zh 
å tg 


Kd(q) DIS (Y, 2)? 


aig 


«D DIS Y ,Z)|^. (2.11) 


d=} 


PE 
max( © > far... I$, € ¥,2)| 2da ) 


ro 1 
<D max] |S (a;Y,z)|2da 
= を f. 


=D Wmax È lon]? 
sl ŽO Yopa? 


=D > d (n) |a,|?, 
Y 


mk 


因由 引 3 得 
es= 之 D 


R(Y,Z,Y,2) 2 で の Y«m-Z  Y«n-z 
(nm, G)=-1 0, a) =3 


Andy S us, q 一 > > ; 


PEN 
OnE ,4—-,7—-— 
q€QY-«m«Zy «n«Z la) 


T 2 P 一 l 
之 GO x Gn) x (n) Zo »2 


aeg 


IrGo |? | 2j zano, 


Y«n«Z 


2 
e 


由 此 易 得 定理 3。 
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3. 本 节 我 们 将 证 明定 理 4. 我们 用 下 面 的 记号 ， 对 于 任 
Tj FEE maxa) ,我 们 用 x* 表 示 与 x 关联 的 唯一 的 原 特 征 ， 


而 用 の * 表 示 々 * WH, 即 久 的 导 引 ， 我 们 用 这 ”表示 过 
meda 所 有 原 特征 的 一 个 和 ; moda 的 主 特征 记 为 Xo. 对 于 任 
意 特 征 ヶ , HEM 


$G,x)7 ExGDAQ), (3.1) 


3] 4. d IN WEBB EKRR Xo = (logz)”。 REXS 


z) “。 对 于 任意 D>2 及 正 整数 M, d Qu 为 满足 下 面条 件 
1Xq«M, d(q)<D (3.2) 


的 整数 9 的 集合 ， 则 对 于 每 个 任意 的 固定 大 数 A, RNA 
DE*(z,9)«z(logz)74 4 2D- (logz)? 


q«x 


* 
+(logz)3 max M-! EX max 
Xoc-M «X 


QM x yaz 
I9Cy,20 |, (3.3) 
iE: RNA 
EE*G DES D-r, 21.0.40 
q«x 94cQX de 


A Tfi -c:. BR 
la, (log? ^ 22 M(ogD(Qsz/ó(). 


nea(mod@) 
由 (1.10) 中 E*(z,o Ke V. n] Au 
E*(2,9)(2(1og2)/d€q) (q<z) 
因此 
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ZlE*(z,1)+ 之 2(logz)ó(g) 
d (CoD 


(z(log2)744+ z(logz) D7! Did (q>/d(ar 


ask 


(z(logz)~* + 2D7'(logz)?, 
WS. RNA ゅ (z, ァ ) 来 表示 E* (2,4), HU 


y(2;9,0) = id 2124 と の 2 
由 此 可 得 


ADEG, DIY, x) -21+ Divx. 
现在 由 经 典 形式 的 素数 定理 得 | 
I9, y.) - 2] (zexpC 7 CUlogz)! ?^)«2z(ogz)777!, 
面 当 yx. Bf 


ye) = P? xt) Am) 
(064) 91 
= の ( タ タテ テー Dy *(m) Am) 
Gy l 


= の (タメ *) +0( Dlogp ) 


prs 
Piha 


-yG,x*) + O(log2) (logq)). 
因此 


ECD E* G,9)2(10g2)777! + 6(q) ogz)” 
+ Dmaxly(y,x*)|. 


Kae hg 


。282 。 


从 而 
XQ (GOogz)777! D1/$ (9) + X (logz)? 


q«X 


+> m DÈ n max | 9.27) | 


qz X5 XQ yak 


《kz(logz)-4+ Yb > max|o(y ox") 1. 
È sa 04 


FAla*la, BRU d (as) d (D «D, B M xScx Bj ,a* 1, 所 
以 a* CQx， 因 此 将 属于 同一 模 g* 的 原 特征 放 在 一 起 则 得 


ZL max persa) I= 
= > max |P(YsZ)| 1/4(@) 
QceQeu x aQ 


=0(mod9*) 
th T d(atr)>p(q*)d(r)daq*h(r)(logX)7!, BX <g, 则 最 
后 一 个 表达 式 
((ogz)? Da! > max|y(y, 21, 


9* と の エ 
HH FG BPR RSE et 〈 见 帕 拉 险 [4; Ch、1V Satz 7.2 
& Satr 8.23) 可知 对 于 pa 
le(z。 ヶ ) [KzexpC—c (logz)?) 
对 于 适合 eogz) ア = デ 。 的 g 一致 成 立 ， 此 处 c=c(N). 
易于 证 明 对 于 max|y(y,X) | 有 同样 的 估计 ， 其 中 仅 可 能 是 
另 一 常数 Cy 因此 


了 a5 Dimaxl yo, 7) KzClogz) 


a" Ox, 
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利 余 的 和 , 即 过 Xo aX 的 和 ,可 以 分 成 形 如 2”'<< 
qx2”" 的 Klog ぶ \ 个 区 间 之 和 ， 从 而 


之 《9 P2 max |e r,20IKogz) mex M^" 
q+ で の て 


q* -XQ 
È De taxl め (ya ア ) | 。 
Qu x * 


所 以 


X (e(ogz)7* (logz)smaxa > max 
E. EN Qa x 計る 


Ivy, 
代入 (3.4) 即 得 (3.3)， 引 4 证 完 。 
定理 4 的 证 明 ， 由 素数 论 中 一 个 熟知 的 显 公式 (例如 
WARLA C; Ch, Vi!,Satz 4.6]) 可 知 ， 对 于 % 关 Yo， 


z?  z(logz)! , à 
éco IC ゴリ イー プク 


WFa<z, 2«7T «2 一 致 成 立 ， Hp p=B+ipwt LG, x) 
满足 0 く の ぐ 1 的 所 有 零点 ， 重 零点 将 计算 其 重 数 ， 由 于 


PERDER 此 处 ye, 所 以 ， 


maxly(y,x) 1 S 2° ,20og2*, à 
rer |P T 


(3.5) 
1 1 
对 于 q«z?, 2«UT AL ?一 至 成立 


首先 考虑 适合 1p1<-f 的 零点 的 部 分 ， 这 种 零点 个 数 
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《logz( 见 帆 拉 蛤 [4; Ch, Vll, Satza, 320,25 H8 0 LG, x) 的 对 
应 零点 1 一 0 可 知 对 于 任何 正 数 * 及 9 充分 大 时 有 

191 >27°, 
CHR CA; Ch, Vil, Satz 6,9 & Satz8.1])， 因 此 与 这 
db Ee dy CCS AA BBY 


1 A 
« we" * ((logz)s Kez? 。 


关于 满足 pl = WEA, 仅 需 考虑 满足 gis. 


PATER vl <T 分 成 Ip で 1 Sante y| «2^, lk m 
152,7. Tti 


um DUE mme 


1 9-173 py" 
i i 
873 


进而 言 之 
> z?- > ( z2 + f * 2 logeda ) 


"m EJ 
Mee rine” 
Bz 


ne 
Bos 
: j 


= 2! DE —,92" X ) + os 上， N(a@,2"3%) 


z"da, 
在 (3.5) 中 应 用 这 些 结果 得 
max p(y, x) C21 +z2(logz)’T 1!+ Cogz) 
1 1 > 
> 2 "(zoNd 2"; y) m (a, 2"; y) 
g Tir 2 3 


* 285 * 


z^"da), 
所 以 


M^! D Dtmax| Gr, 01 


Qy x 
KM (22 + z(logz)?77") + M7! Clogz) 


ター Dey (hes) 


2ni-1- 


«p DDN (a, 25 12 oda 


3 の な x 
«x cl -t2(logz)?T7!) + M7! (logz) 


> 2c max| D E*N Ca, 2"; x)2? | 


27-1 T oM x 


«M c + 2z(logz)*T7!) 


+ M-'(logz)?max(T')7! max 
2.T'.T a 


[EEwGmos. (3.6) 
QM x 
应 用 定理 5 ， 并 注意 对 于 一 个 原 特 征 x (mode), S 
Alr) =>), BIA 
ZAIN T’; の < > 
x の (g) < 
IrGo N Ca, T’) 
DT (M? + MT) ) C779 (Jogz) 19, 
因此 
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Ym EZ NT I | 
KDdogz) max(M? + MT)5 77 (3-24) zx 。 
我 们 加 于 MOST HREH MLXLŻ H TLÀ ER DER 
们 布置 中 ， 并 且 它 关于 MM 是 独立 的 
i D= (logz)4 5,T - Müogn^ ®,X<2? (Iogz)7*75j 


ByMX, 所 以 殺 件 7<22 满足 ， 将 最 后 的 不 等 式 代 入 
《3.6) 则 到 


M-! > Dr*maxly(y, x)| 
Qu x Yuk 


1 、 
«Mz? + z(logz) 4^3 + M-!(logz)?? 20max 
a 


MEUS ) (372 272. (3.7) 
gD gl 
«2(1-a)- i Qa-1) = Sza, 
当 a<Cao 时 ,函数 2°M -2 e, pH aoa, 时 递减 ， 此 
A ao = Cloge)/(4logM), #M<z*, Madi 当 二 < 


amin, AAE e 的 递增 函数 ， 其 最 大 值 为 
2M—2<2X ,-? -£ogz)), 


<M<X (<2), gendi tos 


4 
2 


#2 
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exp (2logM + 1 (loge)*/(ogM) ) 。 


HES logM 的 一 人 画数, HOH Aes Bg, HE 


Hogz< <logM<logX 


中 的 极 大 值 为 
max ( Llogz, " OE. ぅ log え ). 
我 们 按 定理 4 的 假定 取 X = 地 (logz)-*， 则 最 后 的 表达 RK 
logz- Bloglogz - 01), 所 以 
2* Mi?" tz (logz)-39 + z(logz)7?, 
我 们 取 NN -22, Jat B= Aas, BDRM EM XL 


(logz)-47* il ut 
应 用 (3.7) 中 证 明 的 结果 可 知 当 XM X nb 


M^! 之 了 max|pCy, 2) uz +2(logz)7478 


QAC x 
+ 2(logz)?? 20758. 
E D= (logz)4 3, 所 以 由 引 4 n 可 知 
DE* (2, g)K2Ulogz)74 + z(logz)*?^29*? , 

取 巨 =34+23(>4+5)， 则 得 (1.11)， 故 得 定理 4。 

4 本 节 我 们 将 在 定理 3 的 基础 上 证 明和 定理 5。 

命 Q 为 一 个 正 整 数 的 有 限 集 及 命 MDH (1.3) 与 
《1.4) 定 义 ; 又 命 
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z=M?, (4.1) 


QI = アル (ex て (1.2) 
fx) LCs, y) QCG, x27! , (4,3) 
我 们 定义 
F(s)= IT II(1— f? €, 72)* 09, (4,4) 
7 で の % テ ァ ム 
此 处 
= My | 2 ~ 
etx) dq) Ir GO 1$. (4.5) 


BI 々 チ ァ 。 WY, Ls, x) — PE BRR e(Z) 为 一 个 正 
XX BRA FON s 的 整 画数 , Ls HSC, F) Op 
是 实 的 ， 这 由 于 

TD = FG Ir(Z) = irl’, 
我 们 将 于 以 后 证 明 ， 当 淫 充 分 大 时 ,在 o=2 时 有 FF(s) 六 0。 
我 们 用 通常 的 方法 来 定义 argF (orit) Civi; C4; p. 
3982); 由 argF (2) = 0 活路 径 (2,2+ 7 の +77) 行 走 , 当 洗 第 
二 线段 走时 ， 车 通过 了 (Ss) 一 个 m 重 零点 ， 则 arg (s) 増加 
一 xmsgnt ， 即 通过 连续 变 分 来 定义 argFlo+it)，。 

我 们 记 
-flogx, 当 x>1, 


log*x 
10， 其 他 情况 。 
引 5 ， 我 们 有 
ra 
1 2N n 
22 M| OPAK N(o,T; x)do 


<Í {loglF (Catit)| - logi F (B+ it) |}de 
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十 { “(argF a+ iT)-argF(o-iT)}do, 


D (4.6) 
证 ， 车 Pp 为 LC(s,X) 的 一 个 mr 次 零点 , 则 p 为 I- 了 ?2(s、x) 
的 一 个 零点 ,所 以 它 是 (Ss) 的 零点 ,其 重 数 至 少 为 me (x), 
因此 由 李 特 伍德 的 一 条 熟知 定理 《 见 帆 拉 险 [C4],)Anhang, 
Satz 8.1)。 即 得 引 5 。 


ale, "i «oa 时 有 
2 
| {argF(o+it)-argF(a-it)}do<My} + 


2x 
f. log*|F (2 it (2- a)e!*)|d0, 
WE: 3:01, WHU. 2) 5 (4. 3» [Al 
GX) = Dx (n) Aann, 


此 处 
A(n) = Dud), |As(n)|<d(n), 


dfn 
dug 


因此 当 M 充分 大 时 
Ife it, De East ) 《(z-llogz)?。 


MAISO + it, | 很 小 ,这 证 明了 较 时 的 注 记 F(2+ it) <0, 
我 们 有 


Deh D ko? t< Da<M? =z, 


oo の (の) IA. Q«M 
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llega- f?(G it, x17? (ogz)? 
故 由 (4.4) TAI 


M1 
llogF (2 7 の I or» 


之 I(x) |? [log 
(1-7 £^ Xo it,)DIKMtz7Mlogz)?4Mt, (4.7) 
je fl HE PIES ARCS; p。180] 方 法 的 一 般 做 法 ， 对 于 固定 
t, ti 


gi) = iU CHING FG-iD) (4.8) 


则 aes) A s BS RE ER BCR d Let BS 

gi(o)  RF(oc il, 
fy nO) 表示 gs(s) 在 圆 |s -21<7T 中 的 零点 个 数 ,零点 重 数 
WS, WU oso, 

iargF (o +it)|<jargP(2+it)|+(N4+1)2, 
JE Ab NOW g (ERE oszs2 ENSE, Wet (4.7) 
af tl 

largF (o c i) I KM! 9 n(2-70), 


由 此 及 耶 申 公式 可 知 当 A <<ao<2 及 9g,(2) 闪 0 时 有 
2 2-a 
| largF (o it) |do(M + | 。 n(r)dr 
2ー ャ 
«Mt | r7Iz(r)dr 
0 
1 2' i3 
= 47」+ | loglg:(2+ (2— a)e'?)|d0 
20 0 


-loglg:(Dl. 
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同时 ， 册 不 等 式 


log*(a+6)<24+ log*a+ log*b, 


aN 
an 


‘log |g;( ~aet?) (dd<Ax 


u 
te Oo N 


x 


«| dog'|F (24 it (2- a2e?)|d0 
o 
2r . 
+ | log IF(2-it+ (2- a)e-'?) ld) 


2- 
«i+ | 。 log*|F(24+it+ (2-a)e!?)|d0, 
ic H5 JH S) F(o-iD5 FQoc it) HAREA, (e rag 
ANG sk, WES e AR, TrstbwfoEe-logig;(QDl«M!, 
考虑 函数 
ho e LU Git) - FG- iD), 


出 我 们 免 去 这 个 假定 ， 从 而 DFQeiDl?-1g(O 21A 
Cl? Hi GL 得 -loglgr〈2) [KM R- log | hi GO | KM, 
我 们 已 处 理 了 第 一 种 情况 ， 对 于 第 二 种 情况 ， 只 要 用 AG) 
(CE g1Cs)， 就 可 以 用 同 法 处 理 ， 引 6 证 完 。 


引 7. 39 义 为 非 主 特征 (modg)， 则 对 于 o 宇 ッ タ 29 与 


li]<.x/a, 
L(s,x) = Dzn + OCax7) (4,9) 
uxt 
ー 致 成立 。 
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E(s,w) = Parce wy? 


imo 
此 处 KUKI MAMKA 〈 梯 其 玛 奇 C5; §4.11 © 
$4. 14D HT AIDE Xr X 


ECs, w) = > (n+w)™-— 


0.n«y 


I LQOCy-*) 

~S 

对 于 ob , 任 意 正 整数 y 及 [| 过 xy 一 教 地 成 立 。 
我 们 有 


L(s,x) =° Dx(a)t(s,a/g), 


quel 


IS TE BE SNR ASE RECS x Xon INT Doxa) =0, 


c=l 


所 以 
L(ósxYys 9j xn +O), 


Ocn«aquvedq 
取 x=9y+d， 则 得 | 中 和 ry, 及 当 x 为 9 的 整数 倍 时 有 (4。 
9), ADF a 项 之 和 可 以 吸收 入 O(qx-") 之 中 ， 所 以 后 面 的 
条 件 可 以 取消 ， 
518. RNA 
prr D> cool (isi, x) 


(a) cx. 


«DCM? + M|tolog? CM |t», (4,10) 
HE: Hy (4,3) RT Al 


* 293 * 


lf (Cs,x) dre dMLG,43)QG, x) 


E ILCs, x)|? + > IQs, x) 12. 


Bit CAL IONE, +++, We 


= 2E 24 irx) 2， 


Zee A*xKG 


X: Sig) È lr) ?1 工 ( Ering) 和， 


«cQ X9x0 


- H 
ーー EOI eni) 


因 |r(x)12 和 cc， 所 以 工 , < 2 . 
现在 考虑 D, RHE 
Q(4 +it,x ) = Dmu nw p 


1 


HEP SO6EY-0,Z-2,2,-4Q)n-7'', ye 
Z&(Dmax(z, M?) Ddim (DM?(logM)?, 


RAF Xa RTH AE BORDER L( 1. +it, 
xh» 在 引 7 Px - M? € M |t| Ra<M, HFR lS 
L ( ititx) K (Dynn | * ai 


nos 


再 用 定理 3 ， 并 取 了 =0, Zox, a 72777, Wf 
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X 2 | init 2 
MOF 2 “6G 22 It GO PZO f 


rah ‘nea 


XM? + Dmax(x, M2) Did(n)n7} 


«DOM? + Mj\2|)log?(M + ||)., 
HIS: D: my ffi n KEN CAL 10. 
5] 9, 对 于 oz m 下 式 一 致 成立 


L. ! ^ 2 "a 2 
Zo ZOU M o titel 


(Dlog? (M+ lel. 
iE; ATGE FE, tr x = 2+ M(t] mil 7 np A 


f(orit,x) = ( Devin) nm i: ) 


9? r 


人 タル (we) or -i! ) ー 1 


+OCMx 10(g c it, 721) 


= € Ga. 2)n7775! 


gn ZT 


+O(M!-? (Qo +it,x)|), 
Jh4ba,.(Qx,2) 7 Fuld), HB dln, nx7!<d<z, 
将 这 个 引 理 中 的 和 记 为 S$， 刚 得 
S(gi- M?^*'S,, 
Jt Ab 


= Leg ) 之 Ir (x) |? 


9 で の x*x0 
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| D (aay (xyz) に て | F 


RENCERT 


S-51. , MM 
2 4 の を l |Q(a+it,x)| 。 


将 定理 3 用 于 Sa HRY =0,Z =2,0,= u(n, 
则 得 


Ss《 ガ max (2,M?) dao? «DM?. 


HERE S, RIEK z ぐ ks<zx 分 成 《logx 个 小 区 
HJ C2/712,2^2),h— 1,2,…,P ,再 加 上 一 个 部 分 区 间 (2^oz, 
x2) ,由 柯 西 不 等 式 得 


12 
> Xn)an X%,2)n7 T? | «(logx) 


多 过 本 


no 1 2 


> | 2 xGa)a,.(Quz)n7 Ti 
P-1 | 2 lger 2^5 
HABA BIG hh, +1, AM WERK xz RAMA 
hh,+ 1 个 和 的 Si 的 不 等 式 ， 其 中 典型 的 一 个 为 
1 2312 
Zo Èi o | > x(n)a,(x,2) 


279 2^71&-n.2^z 


aT 2。 
对 于 每 个 这 种 和 ， 我 们 用 定理 3， 共 中 Y= 2 1z,Z = 2"z( 或 
XZ), an= a,Cx,2)n7 i’, 注意 loa(z,z) 1d Q0 及 

Did? (n)(NClogN)? 


tz] 
与 log(2*z)《logx， 所 以 上 面 最 后 一 个 各 有 信 计 
» 296» 


yes 


E 


Dmax(2/7!z, M?) > d(n)an7(x,2) 


2/7li;ae abe 
nD: € dim? 
2 Tln- ais 


252 


€«D(2^2)1-?. Did3(n) 


-1 
«D(2^2)?-? (logx)? 
(Dz?-?*(logx)?, 


1 


2 
ぐ ,《(logx) > Dz?7? ogx)7《 が (1ogx)9 」 
-1 


Hid BUR HEE ALES] 9 

 3h0. a fi) e ,fr(s) 为 带 状 区 域 < て / 中 的 正 
则 函数 ， 在 其 边界 上 ， 它 们 是 连续 的 ， 假 定 当 | 一 2 时 , 它 
EIRE o He eet. froiyeyog WERKEN 


ze De if Gotity|! dti, 


(4,11) 
J (o5; Zu uo) «J (a, TD; y (4.12) 


u-Q-o)/(B-a), v=(o-a)/(P-e@), 
003. OK = 1 AY EMEA fi Gabrie CEJA f B] 
TED] Ey DSI ART OLIETRERMERS, EIE HE AR ee RR 
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时 ， 我 们 用 


K _- 
| XEMOTLMOLL 


AB Kl 


RR AEN 16(2)$(2)dz， 除 增加 利用 赫 德 尔 (Holder》 不 等 
式 外 ， 均 按 不 来 同样 的 证 明 方 法 ， 这 是 仅 需 作 的 稍 本 质 的 改 
JJ. 
为 简单 计 ， 我 们 记 
@(a,T) = B Zip 之 IrGo1? 


-i A^, 
llog*|1— f? (a it, x)|dt. (4,13) 
引 11. RAR 
(a,T)(DT(M?2+MT)4O- ? G7? ) 
log? (M +T) (4,14) 
Xbpl«a-u, Tcu SOURdn M 
$(a,T) DXTlog?* (M+ T) (4,15) 
对 于 a>1, 7 テ 2 一 致 成立 。 
wu 对 于 了 >>4， 置 
f.s, x)= f(s,x)/cos(s/T), 


J :À 内 2 
r(o34) = 中 I ,| 
| falo + it,A dti. 
HETA, 1 <o<1, 我 们 有 
Texp(ltl/T)<leos(s/T) lSexpd ltl/7), 
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(4.16) 


所 以 fa Gil xoci 中 s HEWER] moo. 时 ， 


TERS «o« m — 308—950, 


i (4.16 & 5] 8 可 知 
lip eit 1 
Te 2! f e Z s 之 


9 で @ xxo 


Ic ( ヶ )1217 (> +it,x) ldt 


《| と "7 Dat? + M(t) log? M+ tdi 


«DT (M? + MT )log?(M+T), 
同 理 ， 由 引 9 得 


1 ” = 1 
1,0; 1) qe P"? 


hop Pf e iro Par? 
7log9)47+7) 3 , 

用 引 10 两 个 变 元 的 凸 定 理 ， 并 置 

=> B=1, A4=1, way 221 の, 


v=20-1, 


[^ IrGO I? , fels) = faGG,20, 


2.1. 
“(a 
则 得 
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Jr ( o; 3 -g )«CDT OM? + MT)log? 


(OM e T))*7? C DT log? (M + T) 
X DTlog? (M + T))277(OM? + MT)??? , (447) 


对 于 了 和 o<1，7>4 一 致 成 立 。 


对 于 每 个 复数 WRAP A ET 


logji- w? aeit, (4.18) 
Fie dt 4.13) PO, TEAL 


T 
の (っ 7 | _1 全 iru? 
(o,T) « EOE, r(x) | 
{florit,x)l! 7? dt 
对 于 二 0 亏 1 成 立 ， 册 (4.16) 我 们 可 以 引 兴 一 个 因子 


(3 
lcos((g+ it) /T) |]! 27? 


于 积分 之 中 ， 这 相当 于 将 flo tit, ORM Sf Cot ite 0). 所 
以 


D (oT) «Is (g $-e) 


現在 引 11 的 第 一 个 结论 ， 即 (4.14) 可 以 由 (4.17) 推 出 。 
为 了 得 到 第 二 个 结论 ， 即 (4.15)， 我 们 再 用 不 等 式 
(4.18)， 由 它 推出 


Da TI (|. DAD ewe 


Do 
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|f(atit,x)|*dt, 
当 a 之 1 时，(4.15) 由 引 9 立刻 推出 ， 引 11 证 完 。 
定理 5 的 证 明 。 为 简单 计 ， 我 们 记 
= 1. 2N 
N e(o,T) Zo 之 ool N(o,Ts x). 
由 引 5 与 并 取 B=2 18310 6 及 (4.7) 得 


22M| eo, の go 
<| {logl Fia+ it)|-log|F(2+it)|}dt 
+ | argros it) - argF(o - it))do 

《| log FG in (dt 


" | og'lFQ iT (2- et 1d0 e MIT. 


(4.19) 
固定 c, AA Nel, TA T HAEN IR A 数 ， TT, 
从 0 至 27 积分 (4。19) 得 


2r 
2xM1 rf "Neto ,P)dos22M| n 
| Nolo, U)dodU 
fT 2 U 
«| | log*| F (a+ iD |dtdU 
0 -7 


2^ 2r 
+ | | Tog LF (a+ IU Q- 2e! {dod 
0 トリ " 
*tMIT?. (4.20) 


e301 * 


log*|F(a+it)!dtdU 


o 
See 
Q 


27 
«er | log'! F (a it) |dt, 


一 2 
及 
DUC "logt |F(2+iU + (27 a)e**)| d@dU 
0 
"2T . 
2rmax | log' |F + iU +2- a)e'?)|dU. 
0 
2T 2 
« max | log |F(o * ib dt, 
aca 4 0 
将 这 些 结 果 用 于 (4,20)， 我 们 得 
2 
a | Noto ,T)do«M1T 
27 2 
+max | log'|F(o+it)|dt, (4.21% 
a<sa-4 ー2 一 2 
由 于 
log*|F(s)|=log* [E TI 1-7 6oolt e 
qcQx-«x0 
«Mi Zo D 1r(z)12log:11- f, x”) | 。 
。co の (の raxo 


所 以 由 (4.13) 关 于 B(a,T) 的 定义 可 知 
í og! [FG +i) dtc MiB GsaT + 2) 


因此 由 (4.21) 与 引 11 可 知 当 Tz2R^ «axi 时 有 


2 
| Ngolo, Tdo 
(DT (M24 MTy*1-? (722 
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log? ( M +T), (4,22) 


1, 別当 T1 «as 时 有 


«+ 
NeG & 0,T)« 671 Wo,7)do 


[i 


«67 Dr (OM?  MT)*GO- ? (3—22) 


log?( M +T), 
取 
ô= Ti M+7), 
4(1 一 の )/〈3 - 2a) =4(1-a-0) 
/(3- 2g- 26) + OS), 
及 
(M?+MT)* =O), 
即 可 知 
Nola,T (DT (M2 + MT) O7 ) (8-2 ) 
log! "(M +T) (4,23) 


对 于 3 + OsSes<<1 一 致 成立 。 

我 们 还 有 

ii! 2 3 = Í 
DT NT 7%.) = Nia,T) 


4 


之 
CEQ 


u$) 1 y d 
"Tem «T (logT)(logM), (4.24) 


入 


此 处 如 通常 一 样 ，N(e,7) 表 示 &(s) 在 矩 形 ユ < o<1, ltl 
下 中 的 零点 个 数 ， 将 (4。23) 与 (4.24) 相 加 ， 即 得 定理 5 的 结 
论 ， MODIF Zt 9scgsc1 時 成立 。 

最 后 ， BE <a < 148, 由 一 个 熟知 结果 Qnin 


C43p, 2233) 得 
EN(G,T; x)6(0Tlog(M +T), 


因此 
Zo Sr) Na, Ty x) 
《 DaTlog (M+ TYM?Tlog(M +T). 
qcQ 
当 す <e< +8 时， 这 个 不 等 式 比 1.14) 为 优 ， 注 意 到 


6 的 定义 即 得 定理 5。 
我 们 来 推导 (1.17) 与 (1.18) 每 个 特征 (xmodg) 都 是 由 

原 特 征 X* (modg*) 引 起 的 ， 此 处 g*|g 及 
N(a,T; x) N(a,T; x*). 

对 于 给 定 9* ,9 的 值 最 多 为 XX/q*， 所 以 
D> DN, 7 の < X/a* DING x. 
qux X q*<x x* 

将 过 g* 的 和 分 成 诸 区 间 (2*,2*+1)， 则 得 估计 T 
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ps 


Was 


(logX) max X M^! D ENG. x 
<x * + 
Q «MX 
«maxX MIT (M?+MT)*(XT)*, 
RA 
Ihab B-44-2a)/(3-200, XT XT 
Kmax(X!**T176**, Xa22ss irs). 
因 T«X, 所 以 
T^« X2? a) (8-22) xXx) 


还 有 28<1+ 2(1 -a)， 故 得 (1,17). 当 了 <a<1 时 ， 我 


们 注意 到 6<1/2， 故 得 (1。18) . 
本 文 结束 之 际 ， 我 们 关于 定理 5 作 两 点 注 记 ， 我 们 可 能 
往 证 很 多 其 他 类 似 的 不 等 式 ， 例 如 


D/O Deo |?N(a,Tsx) 


GE x 


«DT?M5 O7? 10g! *CM +T), - 
当 aL 7 不 太 大 时 ， 它 比 定 理 5 为 优 . 定理 5 的 不等式 


类 似 于 英 格 姆 (Ingham) 的 另 一 个 结果 OLR A C5; 

Theorem 9,19 (B)]》 ， 在 理想 的 状态 下 ， 它 给 出 整个 区 间 
TOM) 一 个 有 用 的 界 ， 这 似乎 在 定理 4 的 证 明 中 是 很 本 质 
的 。 
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- 映 者 注 」 由 別 面 王 元 的 文章 中 的 附 慰 的 方 法 肥 定理 $ , 立 即 得 出 (1.3)・ 


18. 大 偶数 表 为 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 各 


本 文 的 月 的 在 于 用 籍 法 证 明了 ， 每 一 充分 大 的 偶数 是 一 
-个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 乘积 之 和 。 
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关于 挛 生 素数 问题 亦 得 到 类 似 的 结果 . 


一 、 引 a 


把 命题 “每 一 个 充分 大 的 偶数 都 能 表示 为 一 个 素数 及 一 
个 不 超过 a 个 素数 的 乘积 之 和 ” 简 记 为 (1,c) 。 

不 少数 学 工作 者 改进 了 第 法 及 素数 分 布 的 茶 些 结果 ， 并 
用 以 改善 (1 ,a)。 现 在 我 们 将 (1,4) 发 展 历史 简 述 如 下 ， 

(1,00 一 一 Renyi > ， 

(1,5) 一 一 潘 承 泣 2 、Bap6at 3 ， 

(1,4) 一 一 王 元 5 dig. Bap6an ®, 

(1,3) ——Byxmra6 7 , Bunorpanog? , Bombieri ? ， 

在 文献 [10] 中 我 们 给 出 了 (1,2) 的 证 明 提 要 . 

命 己 。(1,2) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 p 的 个 数 ， 

メー p=pi Rx- p= pps, 

其 中 pi, Pr, ps MARK, 


用 x 表 一 充分 大 的 偶数 。 du 


-Jf pel ml 2 1 
cl (gr). 

对 于 任意 给 定 的 偶数 及 充分 大 的 x, 用 *,(1,2) 表示 
满足 下 面条 件 的 素数 p 的 个 数 ， 

px, pth=p, R p+h= pps, 

其 中 P1,P2,ds3 都 是 素数 。 

本 文 朋 的 在 于 证 明 并 改进 作者 在 文献 [10) 内 所 提 及 的 全 
部 结果 ， 现 在 详 述 如 下 。 
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0.67xC, 


cz TH = 
定理 1.(1,2) 及 Ps(1,2) (logx)? . 


定理 2. 対 王 任 意 偶 数 MAEMO TR A p, [E 


P+ 的 素 因子 的 條 数 不 超 2 Rra, > STE, 
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^o cte apni en Sn 


ie ) 


« ば +x? (do x)?? 人 (1 )19? 
4 (logxy20 + g ogx 

| H | 
* 2! (logs) 199 | 


"nt 


(li, QU (2' (logx)!99) $ 


° t (] \100 2? X D ) i 
(2 (logx) +- » (loga) 190 ) 
“Q+ 2 ) 
rP Xx 
0 1+»4 dv &(5gO0?* (20) 


现在 来 估计 NL 中， 其 中 oki, M xs 是 原 特 征 


B Rese 1- fei, LS, xO S0, 
、 d 30 


其 中 c 是 一 个 常数 ， 故 有 
C 
NO う 6 > 3" een. >" 


1 ' Ço, )199 Xa 


1ー 1 fio 1 
C o yl 2 ーー ユーー 1 
If. 1 — (oo 之 に . 
l Co )12 Cka») Dips / 


Sw loge ~k 


een (SS. ) rage) 
I (o, x 42 


《(logx)200 > 
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x T i 
C.) oz ・ (21) 


由 (12)。(13) 式 及 (19) 一 (21) 式 ， 本 引 理 得 证 ，。 
引 理 7 。 对 于 大 偶数 x ， 我 们 有 


M 一 1(8+242)xCz if 
MAS logx bu i : 
710 ?1 3 “2 Gi 


1 n 
9 
Dia log ニー 
A Cs =I oo (ュー (p- 1)? )- 
a3 CR) 
AS= H CR) 出 
iE: < 之 ， fa NE: 
1 t- (:275)52 
(7o 2-1 
A 一 1 ` u(kd) utr) 
の =(&) X f(kd)* 


当 (m,x) = 1 时 ,我们 有 
1 
È o às (2) 


tu. i 
d<Qr2 ) 2 
(1,2)71,m1a 


(を g)(A) 
( 之 之 f (kd) ) 


人 


Sfm)’ 
HF 1 =gldi)gld2) > fld). KA. 
e( did: ) 21(71・72 
(didi) 


4。 A 
Posh eset (dies) 


(d,,di) 


- > DS ada gd gd) 


一 y4 


> fo X fa 


RIG ye) を cz うー うう 
ー Cher yen 7 
， ; 
( 之 À,g«d) ) = で ・ (22> 


dio, i 
a<e(r2 }2 
hid@t,r)—1 


= u^ (Q) 
4 VG) > "OR 则 有 


pansar 
(n, 13-1 
ND ^ n) IT 
logx I< > He em A Sx) 
=; ” E ner n =0 Ë 


=- BOA a) 
vw- m oco 


dik panne 
(n, k)=i 


ud) u? (m) — ud) p 
din PCA) P gin) この eo 
(m. )=1 


TO 
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故 有 VO 


yq) = 11¢ 
Pile 


由 (22) 式 及 
Af, 


2 1 
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1 1 
io <P 1 3 


RE Cor) 
elk) 


, 


Ph)logx 
k 


ー 25, 则 有 


) Ze 


u*(q) 


OOO 


re うー) tsa 

(reqr)=i 

POX) og™ 
qx 


PES 
q 


| 


KO 
; UDP) 

q<(rŽæ-)ż 

(1, 2)71 


V 


| 


(4 EVE py) 


上 式 。 当 x AR, 有 
<(g 4+ 24e)C,Clogx)7! 


> , 


. va) =1, i 49528], + 


+01) 


由 引 理 1 ， 本 引 理 得 证 。 
引 理 8 。 设 x 是 大 偶数 ， 则 有 


<3. 9404xC。 
Q< (logx)? * 


证 ， 当 x 很 大 时 ， 由 引 理 5 到 引 理 7 ， 我 们 有 


sj *55)xC, 
Q< logx | 


| ーー 1 c» 
zib- -P EH Po: GÀ Py pe log pi j 


又 有 
1 
GH E bi bi log— 


Di Da 


wig <P ers Po 
i dt 
x18) JU )^ 


wih, pi t(logt)log で 


(ZL 
TEM =} dt 
<ar | ， o Slog$ E rogy) ( log 5 ) 


da MI df 
i Büa-e-fogx ' 


ふ >( č ELLE 87 Dja 


1 
* log(2- 3a) j 
-da = _ S10? 
ie @(1 一 a) 2 dts 39 @(1 一 @) 
R g eee 
imo votes @(1 一 @) 


9 i 9 1.1 
log. 10. 30 - log. 10- 30 30 

ly. i 1 i+] it] 

10 30 10 30 


6 


i+t 
^ 30 (0.4 t 0.1 — 32) 
十 fg 
Ex 35 (1。6 一 0。72@(1 一 @) 


«vi DE ti fiog27=i 
« log (1.6 0,1) + 16-7 log 37i 


img 
. 6 ting: 
-1 26—- il. M da 
OB TT) 5) tee .6-9.D0ü-0) 
= Sliog a.6- "ESL } 
l 164; 


- 
3 


190,108 * 23i- i* | 
78+ 23i- i? 


. 
—— 


_ 27-i 
(で +7) (ton 2E) 
< (0.47 + 0.25) (0.32542) + (0.40547 
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+ 0.33334) (0.26236) + (0.33647 
+ 0.42858) (0.22315) + (0.26236 
+ 0.53847) (0, 19671) + (0.18232 
+ 0.66667) (0.17799) + (0.09531 
+ 0.81819) (0.16431) + 0.15415 


-3( 2-087, , 0.03922 ，0.04082 
1.6 1.5 1.4 


4 0.04256 , 0.04445 , 0.04652 
1.3 1.2 1.1 


<0, 234303 + 0.193837 + 0.17073 + 0.15754 
+ 0.151115 + 0.1501 + 0.15415 — 30, 023587 
+ 0.026146 + 0.029157 + 0.032738 
+ 0.037041 + 0.04229 + 0.04879) 
<1.21178- 0.71924 = 0.49254. (24) 
由 (23) 和 (24) 式 ， 引 理 8 得 证 。 


J — »" 
设 x 是 一 大 偶数 ， 令 Pals, x19) 表示 満足 下面 条件 的 
素数 pH, p<x,px(modp;) (Ge, Hy 3= 
l. . 
Di pax p xx! 对 于 一 个 素数 p PiO, 0's 
xi0) 表 示 满 足下 面条 件 的 崇 数 力 的 个 数 ，b<cx,p==x(mod 
が ) ,pxx(ianodp,)(1«i«jp). 其 中 3= pipe <a 


+ 0.04879 ) 


x 10 


引 理 9 . 设 x 是 大 偶数 ， 则 有 


P(x,x10) - (i) > (Paes p, a) 


> 2.6408xC。 


(logx)? * 
其 中 で, = mi qm (ューー ーー ). 
n lo カー2 ァ 2 ( ぁ ー1)* 


1 
证 ， 在 文献 [115 中 取 (の = LA LIKE ox, Zo xU 


BROCCOLI PR REA, MCA.) 都 満足 , 由 文 献 [11} 中 
的 (2。11) 式 ， 我 们 有 


TD g ( 1 ) 


p(x) A 1 G-p 


deo (ae) 
Muro (^u )}. (25) 


其 中 + 是 Eular 常数 ， 又 当 0<u<2 时 ， 令 F= 2%, 
f(a) =0。 而 当 w 宇 2 时 ， 令 (FOOD) = flu- i), afa) = 
F(a-1),%4 2<u<3 ht, fj uF (u) =2F(2), F(a) = 22 - - 
又 当 2<a<4 时 ， 则 有 


* 342° 


uf (1) = | FO- Ddt=207log@-1), 


fa) = 2e log(u- D 


Mb 3 和 xs< 4 时 ， 我 们 有 
uF (u) = 2e7 十 17e- 1)dt=2e” 
"7! log(#-1) 
(1+ | ， ` i dt )， 
又 有 
5 
5f(5) = 2e"log3+ | Fa- Ddu 


a っ っ 4 4 du NEL 
= 2e" ( log +p ` di). 


2 


lg RN 
在 文献 [C11 的 定理 4 中 ， 取 g2 = x* >9 ニ 1。 タ テル 9 


则 由 C25) 式 及 文献 C11D 中 的 (2.19),(4.18) 及 (3.24) 式 ， 我 
们 知道 当 x 很 大 时 ， 有 


P, (x, x10): 217 v 的 s Je” xC fX») 


(logx) (logx10) 
Js ve e)xC,z! 
Py "üogo? | 


. flogs + pef ED qi. (26) 
又 在 文献 [C112 HEM A HGR E? = ae ,4 = PERPE 


则 由 (25) 式 及 文献 [11] 中 的 (2.18),(3.24) 及 〈4。18)， 我 们 
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2 Pals, p, x16) 


1 ES 
ap o<P<a3 


< 一 20(1 + g)e7! xC, | 2e* 
n (logx)? Uu ,( p ) 
10 こり < みる 5 
4-101!9*:P? 
ioes | g(t-1) 
(1+ | ， SEM dt ) 
logy 19), zerlogsit 
( 2 ) alzpual i 
log — plog— 
— 1 
«usse pni as 
` logx E 
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1 
19$ logS) ( log 


4-101eg8 


|" JogG - D q, 
2 t 
"3 dS 
+ so $ j 
S(log)S (log ) 


一 1 da 
| eH T(E. 


EM logt- yy 
2 1 


1 ーー 
+ fi | da に ) (8 6 } 


1 
. 5 ーー log(t-1) 
lows + | | 1g) p ; dt}, 
2 


10 2a ( - 
5-4 da 10du 
4 4—10@=u-1, a= m. = — t 
< , _ , 
10 a( i-a ) u(5- u) 


X azii, Hi u=4, 而 当 a = iM, u-3, BA 


人 一 da お Isa-n di 


: 1 2 
10 d. 
a( 2 a 
= (f 10d» ("7'legG- D 
5 2 E 
H, 1 之 x 之 y logc 371, *-1 2 
T, M q«x«2 时 ， 有 logxe« 3 + ILL 
jo“ に logG=D yy (1) 
3 u 2 t 、 4 
1 dap ante log -10 g; 
| 1 a(i-a jJ. d 
10 2 


-[('(i1-. £5. | llog(t-D 
ine u(5—u) ) du 2 H di 


Ac ~ 
> 2,574 | 
. IN u(5-— u) jd" 
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| 


で 2.5- fi 4. ol 

Josep ta 3+ メー 1 2jdu 

ELLE NER UM $m) 
Fa 2 u 4(5 ~ 4) Tul 2 


=l 3 sslog4 20080. logs 
5 2.29108= 4 0.781085 


EN ..log2 
EUNT ] = } ここ の 
EE 0,75 og? 1.5 og 4 d の 


= 0.588335 ~ 0,6048075 = ~ 0.0164725, 
由 (26) 和 和 (27) 式 ， 我 们 有 


Pe(x,x0) - ( i ) 2 Phx, piam) 


ihares 
BD ~50V e )xC, ) 
dogx)? 
logg 
* ご すこ a 
(log : 0. 0164725 ) 


z GSC. (0.3301) 


(logx)? ^ 
故 引 理 9 得 证 ， 
三 、 结 果 
最 见 ， 我 们 有 
id ` 
PLD>P ND (1) D, 
X197 za ま 


s 346 * 3 


P "m Q -O. 91 
s(x, DX 19) — 27 。 (28) 


由 (28) 式 ， 引 理 8 和 引 理 9 ， 即 得 到 定理 1 


的 证 明 . 


(1,2) 及 Pra, D>C 


完全 类 似 的 方法 可 得 到 定理 2 E, 
致谢 : 作者 对 闵 病 蕉 周志 和 王 元 同志 给 予 的 帮助 ， 表 示 
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19。 一 个 新 的 中 值 定理 及 其 应 用 
| BRA 
1. 851 
命 
Gd, D= Zl. 
P.l(iodd) 
在 1948 年 ， 瑞 尼 [16] 证 明了 下 面 的 定理 ， 
定理 1。 対 考 任意 正 数 4, EPEE n t 
R(Xn,X) = Dmaxmax 


0 ドイ カタ < 和え (1・d) う と 1 


, . 1 _ (3 1,1 | -A 
t( ys d ,1) wd) KXlog X, 


此 处 ぬ @) 表 示 欧 投 画 数 . | | 

确切 地 说 ， 瑞 尼 的 结果 是 对 于 一 个 加 权 和 来 证 明 的 ， 但 
消除 加 权 与 否 并 不 影响 对 主要 问题 的 应 用 。 

由 此 ， 他 证 明了 下 面 的 命题 

每 个 大 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 CHR 
素数 之 和 。 

为 简单 计 ， 我 们 将 上 面 的 命题 记 为 (1, C)， 瑞 尼 并 未 给 
出 7 与 C 的 定量 估计 ,但 用 其 方法 ， 我 们 可 以 说 是 非常 小 
而 C 是 非常 大 的 ， 

巴尔 巴 因 [5122 在 1961 年 与 我 (52 在 1962 年 独立 地 证 明 
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了 定理 1 对 于 7<1/6 S<1/3 成立 ・ 用 ヵ ぐ 1/3, 我 首先 证 
明了 定量 结果 (1,5).1962 年 王 元 [9] 仅 用 27<1/3 证 明了 
(1，,4)。 我 [14] 于 1962 年 及 巴尔 巴 恩 [13] 于 1963 年 独立 地 证 明 
了 定理 1 XF ヵ ぐ 3/8 成 立 , 从 而 不 需 复杂 的 数值 计算 即 推出 
《1,4)。1965 年 布 再 夕 塔 布 用 7 入 3/8 证 明了 (1,3) 。 

1965 年 ， 阿 、 依 、 维 诺 格拉 和 采 夫 与 庞 比 尼 [1] 独立 地 证 
明了 定理 1 对 于 7 所 2/1 成 立 。 

确切 地 说 ， 庞 比 尼 证 明了 下 面 的 重要 定理 ，: 

定理 2 EEE). HFE 4>0 覧 有 

2 max max 


1 2 BZ 
1 yur (riod)=1 


d«x os” 
I - (yj 1,0 | 1 74 
rond, D ġid) | og X. 


ish B, 234-23, 
不 需 太 多 的 数值 计算 ， 即 可 由 此 推出 (1，3) 。 
1975 年 ， 卫 夏 畦 与 我 证 明了 下 面 新 的 中 值 定理 : 
定理 3。 命 
aCX,a,d,l) = 7 1; 
are C old) 
及 命 1(0) 为 一 个 实 函 数 ，f (a)《1; 则 对 于 任意 I0 UR 
> maxX max 


dexl 2 og P2, SE (Z, d)=1 


. _ 8€y50,1,1) | 
BO (roed D- Tae) 
*0)«1 - 
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€Xlog7*X, 


tab, Bi 4+17 及 0<e<1， 


X 
faf SEL 
6, 4a>1. 
見 
- 8n 2,1,1) 
2 が の (80a yea) 
《au mt 


一 l _ TYCy31,1) | 


所 以 定理 3 为 定理 2 的 推广 ， 但 其 兴趣 并 不 在 于 推广 而 在 于 
应 用 。 我 们 将 在 第 3 节 给 出 若干 应 用 的 例子 。 


2. 定 理 3 的 证 明 


为 了 证 明定 理 3 ， 我 们 列举 一 些 热 知 的 引 理 ， 
Sli. 对 于 任何 复数 cv,， 我 们 有 


9 +) MAY | 2 
AP? | Donx) «(2 


この mi 


MEN 
+N) lanl”, 


E EES: 
及 
1 * Men 
_ 1 yn) 
,之 ， の (9) 之 | M. anx (n | 
«(Q+ +) 5 la,|?, 
eth 
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此 处 星 号 表示 过 moda 的 所 有 原 特 征求 和 。 


引 2。 车 了 32 及 ワー テ <1/(200logqT), WY 
| 


X [zoe ito and Tlog'aT, 


xq 
及 
E fT ee ini ltaécoTiogtaT. 
アァ の -! 
合 
W(X;ad,D- 2, An), 
Q u- TIT 
及 
R(D;X,f)= Dmax max 
“uD UE (le )€91 
1 
| E fo (¥Osa,d,) - POS DN" 
xi-7^ 
(a,4»5-1 
此 处 
D-X Sog ^X, B, = DA+17, 


我 们 有 
DS 了 YX(ar)XCD x(n) 


; = d 
plysa,d ,D ġid) Peer T 


对 于 (a,d)= 0,271, 


= du P (n) A(n) 
ュー エー Wy yoxa D xm Aa) 
( ) Xu anay 
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- 1 
= Fy 之 An) + $id 


zm 


i «qd IC xd 


Dc) € xen) Any 


由 此 可 得 
RCD; X , f Zuady > max >* 


Rigia4S® xq 


> faz a) z= AO) x(n) li 


a«x1-5 


(4, 4)u71 (o 
(^x 1 . 
9 ( ) <logx ps3 POR の (の ) 之 
x > f(G)x() 之 AQ) 
g だま ー8 
Ca,m) = ェ Carmia 
X 
+O (ray). a 


命 h 为 任意 固定 数 及 D,=1log*X, B CORP AR 
尔 非 茨 定理 可 知 
R(GD,X ,f)<logX max > ーーーーー max >" 


m<D Dy<q<D 2 の くそ 


x D> fax) 2/4040) ， 
acxlot Cirma 


+o ( rax ) (2) 
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命 Di; «Q«D,Q«Q'«2Q 及 命 (9) 表示 区 同 QIS 
Q. 


命 上 だく X 。 EXE'<2E Rd G) 表 示 区 同 ど ご g 


ーー max 
(Q) vex zz 


| È 7ozo を AQ x(n) |, 
(al H “ne 


假定 
Im(Q, EM tes 2 (3) 
则 显然 得 到 定理 3。 
为 了 方便 起 见 ， 命 
f(a) = [9> M (n,a) 71, 


0, M (On,a)1, 
dPnm= Aln), E> Di, 


dn) = E>D? 
0, 4(n,m)>135 


及 命 、 
Im (Q,E) = Ze max Z^ 
Poux). 
ans 
DUE: 


X 
log^*t3 X 


Im'(Q,E) = Im (Q,E +0) ( 


—— 
e 
~ 
小 
bd 


由 帕 朗 (perron) 公 式 得 
In (Q, E)K Di max >" 


C.) Yak xa 
Titir 
x) [LL FPG Od Guo Se 
2U-iéT ざ 
X 
*0 (geen) (5) 
此 处 


S= ] b- 1 | = 10 
o+if, I+ apex T X10, 


oo 
dG (s,x)- IU xn)n , o24, 


Um] 


IDs, = PONOT ・ 


引 3。 # E«Dt, W 
Im (Q,E)(X Dy'log'*X + X?DD ?log X, 
(6) 
证 : 命 M, =QD, 及 


HG, = Duly (ayn, 


hore 
MBI, GF, HERI Guo, fO, oo 5 
HG,x), Wi 
FG =FGQ-LH)+FGLH 
-FGa-LH)-F|/H., (7) 
我 们 有 


e354。 


此 处 


oo 
FG- Saco y Goa? =F,+F,, 


n=} 


Fi= S amyn, 


nzM] 


Fic 之 an) ANYIR? , 


uH, 


a = Paw o (2). 


thu 


可 (7),(8),(9) 可 得 


アア bbe? s 
{ FG 了 .ds { FG 
-òsi T 5 J (5*1) 


JP 


F,G-LH) と 


(9) 


“ds 


+ | .CP -F,LH-FLH) J^ ds 
2 3 


*OCX71!), 
Hi UT AE EL AR CUI AEG B 
Im(Q,E XXlog Xmax ( 2 
=) )99 


ESI 


2 の 


x max (Eyy D ist)! 


Re sb ' (2) 


*XSogXQinax (Hyd. X p.i) 


Ress) (1) 


xq 
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E 
M 
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十 X? log! Xmax ( る 
i) 


Resw-w25 xq 


x max (の Str ri)" 


Ress ug 


(> ae 之 m DU I asi) 


xd eel Xmas (E >" F| ) max 


Bes t 〇 9 aq R s=} 
( る sae | 7 ey 
= 1. * L^ ‘ | i 
し を る の 名 | sp 44 ) a 


用 引 1 与 引 2 估计 (0) 的 每 一 项 ， 我 们 立刻 得 (6) 式 ，。 
引 4 。 4 EDD, yu 

Im,EXXDjlog^X +X2Dlog?X. (1) 
W: 4 Res-b-21-1/(ogX)BI, X M, =Q?, 


yu 
G-dOP(,x)2G, * G3, 
= > don (n)xGOn^*, 
usM2 
G,- X dU? (n) 
n>M2 
及 


8 
X ds 
S 


| FG2 ds=| FG, 
Qi) s (be) 


tfa PG, ds QE D, 
ie s 
Hiit dy IIR ESSEN 
im (Q, EXA log Xmax 
、 1 * | (2 l 
(> 2 Gr )? 


X max ( > DG 2 ) 24 XelogX 


Re smh e A と 
X 7 l * 2 1 
nt Same の ) mas 
、1 Soe EV 
(る so uie a2) 


类 似 地 ， 由 引 1 与 引 2 估计 Go 的 每 一 项 ， 巾 立刻 得 
(11). 
#E(6), 11) S(O) PR = イ +16。 WHS), 定理 3 证 


注 记 ， 若 (a) 満足 
D fn KXlog X, 2 X fid) KXlog^2X, 


hax usg dbz 
(A) 
此 处 4」。 4 为 正常 数 ， 则 定理 3 HMw Brass, 
4 ))。 
3.8 A 


4, 用 于 结果 (1,2)。 
e 357 e. 


1966 秆 与 1973 年 ， 陈 景 润 给 出 了 -- 个 新 的 加 权 簿 法 并 证 
明了 (1,2)， 陈 景 润 的 主要 贡献 在 于 他 指出 了 证 明 (1,2) 的 关 
键 在 于 估计 


此 处 为 一 个 大 偶数 ， 及 (pi. ;) 表 示 条 件 N <p < 

Np UNT 00 而且 他 首先 建议 了 一 个 估计 @ 的 方 

法 ,1975 年 ,我 们 指出 陈景润 的 加 权 第 法 需 估计 者 即 定理 3。 
命 P= p ， 则 得 


2-9«x,7*/? 
PIN 


2 N‘P1 2 
Cun» x-i 5. )-1 
1 
f > Ap +O(W D, 
dq1('-?1 2°38, ) 


1.5/2 
此 处 4。 为 赛 尔 贝 格 函 数 (4s = 0,4 N *— 0. IRE 


Q< 之 2» harhar > 


d4174517 l. 2) 
1 
aN; pi pa Cd 1,d 52, N) +O(N*) 
«X DD h Ap) 
$({di,d2]) 
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dex C1 22— NEM 
ye yey (P1P2,d)-71 
. _ zCN, カカ 2 。1 。1) | 
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tN; pi P2515) 
< > > T Nahar み ([gi。g。]) 


p 
(P1, 2) dylr 421 


+O( E ua» 8°? 


aewh 2)・ 2 N13 /300 x2. 5 
(CN) i 
Y L2(0N5a,1,1) 
f(a) ( (Nsa,d,N) HS ) ) 
+OCV4)， 
此 处 
3l. 1 
fia = fi, Ma2 pip, NB <p LNP: 
0, 其 他 情形 。 
N H 
<( 5, )^ 


所 以 由 定理 3 可 知 
Q<cEM -0CV/log?N). 
B. DIN) WER. 
命 


DN)= X i. 


在 1949 年 ， 赛 尔 贝 格 证 明了 
N. 
DCN)<16(1+ 0(1)S CN) lop? N° 


此 处 


在 1964 年 ， 应 用 定理 1， 其 中 7<1/3， 我 将 16 改进 为 
12.[15]， 直 到 1978 年 ， 最 佳 结果 均 为 1966 年 庞 比 尼 与 德 文 
坡 特 [2J 改 进 的 系数 8. 

欲 改 进 系 数 8 是 很 困难 的 .1978 年 , 际 景 注 [4] 将 系数 8 改 
进 为 7.8342， 但 他 的 证 明 很 复杂 , 最 近 潘 承 硝 给 了 陈景润 结 
时 一 个 简化 证 明 ， 他 证 明了 | 

DON «27.9288 (N) a 
og 
我 现在 来 概要 给 出 证 明 的 主要 步骤， 
fr B= {b=N-p,p<N}, YM 


D(ND<S(B, P, NS OCND9, (13) 
此 处 
S(B, P,2)= > 1 
(5, POE)) -1 
及 
P= {p:pf N}, P(2)=IIp+ 
ps 
由 布 赫 夕 塔 布 恒等式 
S(B; P,z)=S(B; P,w)- ©, SBs, P, b). 
"$e 
(14) 


JtAbzzop2EB.-(0€B,d b), SFER 


B! - 
SCB; P,N5)<S(B;s Pp, ND- L190, «i9, 


+O(N%), (15) 
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此 处 
m- 之 。 ScBusP, N’), (16> 
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(17Y 
由 朱 和 尔 凯 特 - 黎 切 尔 特定 理 [11] 及 上 斋 比 尼 定理 得 
S(B; PN’) -ie, 
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1-56 t 
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因为 max pipa pam NY , 所 以 我 们 不 能 用 同样 方法 佑 
ir Qum rA. 
为 了 估计 z。 我 何 考慮 集合 
L= E N - (nps psCpis Nep. p, NS,1«n 


n, 20D )=1ps pi cmi 
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所 以 


Q,«S(QL,P, N37) 40(N, (19) 
当 我 们 用 最 简单 的 赛 尔 贝 格 上 界 得 法 来 估计 S CL; P, 


六 和) 时 ， 误 差 正 好 可 以 用 定理 3 来 估计 ， 而 不 是 定理 2 ， 


1 ， v 
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我 们 得 
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册 此 及 (13) 得 
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C. 梯 其 玛 奇 除数 问题 的 一 个 推广 。 
熟知 由 定理 2 up (S EA x 


dp-D~CIX。 


PX 
此 处 do 表示 除数 函数 及 Ci 为 一 个 正常 数 ， 运 用 新 中 
值 公式 可 得 下 面 的 结果 : 
fr 1 で ッ そ を!ー*(0 ご で ュ ) ， 及 命 f(a) 为 一 个 满足 条 件 
CAH RB EDU 
f(add(ap~1)~2X — 
2 fodar Pu 


ft. 
之 alog(X/a) * 


acy 


f(a) = fi: a=, 
lo, & a1. 


则 得 
wid(p-D-C.X. 
D. pra 的 最 大 素 因 于 ， 
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的 最 大 素 因 子 ， 此 处 a 为 一 个 非 零 整数 . 
1973 Æ, ØL] 证 明了 当 05/8 EU P,» X^, iE 
明 的 关键 在 于 估计 和 


V (y) = > logg. (25) 


Pi= kq 
D.X-—d 
yoqury 


此 处 q 表示 素数 及 X!1?<y<X34,1<r<2。 
利用 赛 尔 幢 烙 第 法 ， 我 们 可 将 估计 (25) 化 为 估计 下 面 的 


Fi: 
> > > log. 
dl 2 lo; TBZ Raxsy radi daa) 
显然 我 们 的 定理 在 此 地 也 可 以 用 。 


现在 我 们 简要 地 解释 一 下 第 法 与 与 新 中 值 公式 之 闻 的 关 
f. 
命 N 为 一 个 大 整数 ，E 为 一 个 适合 条 件 


l= 
(e,N)=1, o<e<x " oc <1,e€E, 


的 正 整 数 集 ， 及 命 
L={l=N-ep, eCE, ep>N} 
P={pi pXN}, 

BR, RAMA I A Be 
SPD= È nN ?, 
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(cec (26) 


时 用 赛 尔 贝 格 得 法 ， 则 只 要 
f(a)= Dl 


{wt 
eck 


道 合 条 件 (A)， 误 差 项 正好 可 以 用 新 中 值 定理 来 估计 ， 
染 知 、 在 陈景润 的 工作 之 前 ， 当 maxg テ パ ! 2 时, 我 位 
不 能 估 下 面 筛 函数 之 条 
FY SCH,; 5,24, 《27) 


9 6@ 

此 处 Q@ 为 一 个 不 同 正 整 数 的 集合 , B={b=N- p,p<N}, 
B,= {bEB,g By，P, 为 仅 依赖 于 9 的 P 的 子 集 ， 及 za 为 依 
BET q 的 一 个 正 整 数 ， 因 为 当 我 们 用 朱 尔 凯特 黎 切 特定 理 去 
{itt A+ S RK SBa Po ,24) 时 ,由 每 个 S(B。) ア 。,z。) 引 
起 的 误差 的 总 和 不 能 用 岩 比 尼 定 理 来 估计 ， 当 然 ， 我 们 可 以 
在 哈 灵 斯 担 猜想 下 来 估计 (27)。 

MN? * maxese パ 2。 oc cL bb, ERREN See 
议 了 估计 某 些 类 型 和 (27) 的 方法 ， 简 言 之 ， 他 的 方法 的 想法 
为 将 估计 (27) 转 化 为 佑 计 (26)， 而 我 们 指出 实现 陈景润 方法 
的 关键 在 于 新 中 值 定理 。 
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